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R E S U M E N 
Se estudia en este trabajo la mejoria obtenida en 
el comportamiento de un sistema mecânico discreto, del tipo tradi-
cional, es decir constitui do por masas,resortes y amortiguadores, 
al cual sele introduce un elemento activo, por ejemplo un servome 
canismo. 
El funcionamiento de este elemento estâ condiciona-
do a una ley de control, la cual se puede determinar por varias me 
todos. 
Este trabajo examina primordialmente el caso en que 
exista una proporcionalidad entre el vector de control y las acele 
raciones del sistema. Normalmente la aceleraciõn es la cantidad 
que se mide mis facilmente, en una forma absoluta, en un sistema 
mecânico. 
El efecto obtenido con este vector de control, es 
un aumento aparente de las masas, disminuyendo su frecuencia natu-
ral y la razõn de amortiguamiento, mejorando de esta forma el com-
portamiento del sistema bajo la acciõn de perturbaciones externas. 
Se analizõ particularmente el sistema de suspensiõn 
de un automõvil, donde se observaron mejorias del orden de 70% en 
el comportamiento del cuerpo del automõvil. Tambi~n se estudiaron 
algunas implicaciones directas producidas por el control, tal como 
el factor de carga sobre la rueda. 
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R E S U M O 
Estuda-se a melhoria obtida no comportamento dinâmi 
. co de um sistema mecânico discreto, do tipo tradicional, isto e, 
constituido por massas, molas e amortecedores, ao qual se lhe a-
crescenta um elemento ativo, por exemplo, um motor posicionador. 
O funcionamento desse elemento estâ condicionado a 
uma lei de controle para cuja determinação existe uma sêrie de mê-
todos. Este trabalho examina primordialmente o caso em que haja 
uma proporcionalidade entre o vetor controle e as acelerações do 
sistema. Normalmente esta ê a grandeza mais facilmente mensurâvel 
em um sistema mecânico. 
O efeito obtido ê um aumento aparente das massas,di 
minuindo sua frequência natural e sua taxa de amortecimento melho-
rando o comportamento do sistema ante as perturbações externas. 
t analisado particularmente~ caso da suspensao de 
um veiculo, onde se podem observar melhoras da ordem de 70% no 
''conforto" na massa suspensa. São estudadas tambêm as outras im-
plicações diretas desse controle em vãrias situações, como o fator 
da carga na roda. 
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5 U M M A R Y 
In this work the suspension of an automobile car 
is investigated for the possibility of improving its dynamics by 
the addition of an active element. The system is simulated by 
idealized masses, springs and dashpots. The proposed active compQ 
nent is visualized as a servo mechanism ora force transducer which 
recieves one of the variables of the system as an input and yields 
a control signal according to a prescribed law. The latter is fed 
back to the system in a specific manner. 
In this investigation, the input to the active 
element, is taken as the acceleration of the primary 
dynamics has to be improved. This choice is feasible 
mass whose 
because of 
the ease with which such a variable can be measured in an actual 
system. 
Control signals obeying other laws are also possi-
ble but they are not covered here. 
The proposed control law affects the system increa-
sing the sprung mass in an apparent way, decreasing in this manner 
its natural frequency and damping ratio. This carries out an im-
provement of the behaviour of the system under external disturban-
ces. 
The results of this investigation show a noticeable 
improvement on the amplitud of Jerk in the arder of 70% with a ca-
reful selection of some of the parameters. 
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I - INTRODUCCION 
l. l - Objetivo 
El presente trabajo tiene como objetivo, el estudio 
de la posibilidad de mejorar el comportamiento de un sistema meca-
nico pasivo, cambiândolo por un sistema activo controlado. 
Cuando se habla en el comportamiento de un sistema, 
t!citamente se estarâ refirendo al comportamiento dinâmico de una 
masa particular del mismo, la cual se desea estabilizar de las pe~ 
turbaciones externas a que pueda estar sometido el sistema. A es-
ta masa se la designarâ como masa principal, o cuerpo principal 
del sistema. 
El trabajo se basa en el anâlisis de la suspensiõn 
de un automovi l, pero la i dea de controlar un sistema pasi vo, con-
vi rtiêndol o en activo para mejorar su comportamiento, puede exten-
derse a cualquier cuerpo que se deseê aislar de perturbaciones ex 
ternas. 
1.2 - Trabajos Anteriores 
La idea de convertir un sistema mecânico pasivo en 
activo para mejorar su comportamiento, no es cosa muy nueva. 
Se han hecho estudios sobre el asunto desde -hace 
unos 40 anos, especialmente en sistemas de suspensiõn de automovi-
les y trenes. El desarrollo actual en este sentido, estã dirigido 
a la investigaciõn espacial, trenes de alta velocidad, y sistemas 
mecânicos funcionando en el l1mite de lo posible. 
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Las companias fabricantes de automoviles, por ejem-
plo, se han dedicado con ahinco al estudio del problema de la sus-
pensiõn de sus vehiculos. Mucho del trabajo realizado en este cam 
po ha sido enforma empírica. 
En los Últimos anos se han hecho estudios teõricos 
en este campo, habiendo sido publicados varios artículos sobre el 
mismo. Vease por ejemplo 191, 1111, 1151. 
Se h a n re a 1 i z a d o bastantes e s tu d i os p rã c ti c os e n e.~ 
te sentido,incluyendo modelos experimentales, pero nunca se halo-
grado introducir suspensiõn controlada en gran escala, debido a su 
alto costo, a los vehiculos comerciales; pero si ha sido experime~ 
tada en vehículos militares. 
En el presente trabajo se presenta un encaramiento 
un tanto diferente a la mayoría de los trabajos ya realizados. Se 
pretende conseguir un mejoramiento en el sistema de suspensiõn de 
un automovil, de la manera mãs simple posible, con una orientaciõn 
netamente 
; . 
pract1ca, considerando así en un futuro la introduc-
ciõn en gran escala de la suspensiõn controlada, en los vehículos 
comerciales. 
1.3 - Ordenamiento del Presente Trabajo 
En el capítulo II se hace un anãlisis de los siste-
mas pasivo y activo, se dan las definiciones pertinentes, los mode 
los físicos y matemãticos del sistema mecânico. 
En el capítulo III se hace un análisis de la obser-
babilidad y controlabilidad del sistema, es decir se verifica si 
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es posible medir todas las cantidades, necesarias para la ley de 
control, y si esta lleva el sistema a posiciones deseadas. Se dan 
las definiciones pertinentes. 
En el capitulo IV se discute como hacer funcionar 
el elemento posicionador (Servomecanismo), esta es, como debe es-
cogerse el vector de central, que condiciones debe llenar este vec 
tor. Se da una conclusiõn sobre la ley de central. 
En el capitulo V se discute la estabilidad del sis-
tema, pues no estã asegurada la estabilidad con el vector de cen-
tral escogido. Se analiza la estabilidad en una forma analitica; 
estudiando las raices de la ecuaciõn caracteristica y también usa~ 
do el criterio de Routh. Se da una conclusiõn definitiva sobre la 
estabilidad del sistema. 
En el capitulo VI, se optimiza el vector de central 
escogido, se lo hace en una forma analitico-numérica. En esta sec 
ciõn se resuelven analíticamente las ecuaciones de movimiento del 
sistema. Se analiza el comportamiento de la rueda. 
En el capitulo VII se presenta la simulaciõn del 
sistema en un computador analÕgico (EAI-TR-48), se halla el vector 
de control, se analiza la estabilidad, se optimiza el vector de 
central. Se presentan grãficas de todas las variables de importa~ 
eia como funciõn de diferentes parâmetros. 
En el capitulo VIII se dan las conclusiones finales 
sobre este trabajo, se discuten algunos problemas que eventualmen-
te aparecen en la prãctica. Se dan algunas recomendaciones para 
una posible continuaciõn de este trabajo. 
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li - ANALISIS DEL SISTEMA PASIVO Y DEL ACTIVO 
2.1 - Generalidades 
El análisis presentado en este trabajo se va a con-
centrar en el estudio de la suspensiõn de un automovil, dejando en 
claro que el presente estudio puede tambien hacerse con cualquier 
otro sistema macãnico similar. 
La idea de introducir un sistema de suspensiõn esta 
bilizador en un automovil, sigue dos propõsitos bãsicos. 
En primer 1 ugar se quiere conseguir un alto grado de 
comodidad para los pasajeros dentro del automovil; es decir, se 
quiere aislar la masa principal de los disturbios externos, tales 
como los producidos por las irregularidades de los caminos, desba-
lance en las ruedas, etc. 
El segundo propÕsito, impone la restricciõn de que 
las ruedas no pierdan el contacto con el suelo en condiciones drãs 
ticas, tales como frenar, acelerar, tomar curvas o brincar 
el suelo. 
sobre 
Otra condiciõn que debe cumplir un buen sistema de 
. - es 1 a conservaciõn de 1 os caminos; debe tener suspens1on, se un 
sistema de . - tal destruya l os caminos. suspens1on que no 
El sistema de .- de automovil sis-suspens1on un es un 
tema altamente complejo, que puede tener hasta 18 grados de liber-
tad. \2\*. 
* Los números entre barras se refieren a la bibliografia.prese~ 
tada al final de este trabajo 
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Por lo general, todos los estudios realizados para 
mejorar un sistema de suspension de automovil, han sido en alto 
grado empíricos, principalmente en lo que se refiere al estudio de 
los amortiguadores, habiéndose conseguido muchos adelantos en esta 
forma, ver lll l. 
Ultimamente han aparecido estudios analíticos sobre 
el mejoramiento de un sistema de suspension de automovil ,ver 1151; 
actualmente se continua investigando en este sentido. 
2.2 - Modelos Físicos del Sistema Pasivo 
En la seccion anteriõr se menciono la complejidad 
del sistema de suspension de un automovil, ~ue puede alcanzar has-
ta 18 grades de liberdad. 
Estudiar un sistema tan complejo es bastante difí-
cil; pudiéndose obtener resultados razonables con un sistema mas 
simple y de mas fãcil acceso matemãtico. 
Ha sido costumbre de todos los autores que estudian 
este asunto simplificar el sistema de la suspension de un automo-
vil, a un sistema de solo dos gradas de libertad; tomando una sola 
rueda, y la cuarta parte de la masa del cuerpo principal. 
Ademãs se restringe el movimiento de la masa princl 
pal y de la rueda a un solo movimiento vertical. 
Este modelo simplificado representa en buena parte 
el sistema mas complejo, siendo razonablemente vãlido para el estu 
dio del problema de suspension. 
Un buen comparativo de diversos modelos de vehicu-
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los se puede encontrar en 1211. 
En la figura 2.1 se presentan algunos sistemas de 
suspensiõn usados en la prâctica, con sus respectivos modelos físi 
cos. 
SUSPENSION REAL MODELO FISICO ESQUEMATICO 






M 59. M I e! R7 A7 
m m 
R2 fl2 A2 
Figura 2.1 - Algunos tipos de suspensiõn con sus respectivos mode-
los físicos. 
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En la figura 2.1 M representa la masa principal, 
m representa la masa de la rueda, R1 representa el resorte que 
acopla la masa principal con las ruedas, R2 representa el resor-
te equivalente de la rueda, A1 , es el amortiguador que acopla la 
rueda con la masa principal y A2 representa el amortiguamiento e 
quivalente de la rueda. 
De los sistemas mostrados en la figura 2.1, el mos-
trado en 2.lc, es el mãs usado en los sistemas de suspensiõn de 
vehiculos, fundamentalmente en aquellos vehiculos que se movilizan 
a velocidades relativamente altas, tal como el caso de los automo-
viles. 
En este caso el amortiguamiento del neumãtico fre-
cuentemente se desprecia, pues es pequeno comparado con los otros 
parãmetros, quedando el modelo fisico de la suspensiõn de un auto-




' " " ' 
Figura 2.2 - Modelo fisico simplificado que representa la suspen-
si Õn de un automovi l. 
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El modelo fisico representado en la figura 2.2 es 
el modelo usado por la mayoría de los autores que se dedican a in-
vestigar este campo, considerado como un buen modelo fisico repre-
sentativo de un sistema de suspensiõn. 
/ 
Notese que en este modelo, 
y tambiên en los mostrados en la figura 2.1, el resorte que repre-
senta la elasticidad de la rueda se ha sujetado a la base, ésto o-
bliga a que la rueda del vehiculo permanezca en constante contacto 
con el suelo. Este establece ciertos limites de carga dinãmica a 
que el sistema puede estar sujeto. 
2.3 - Concepto del Sistema Activo 
En la secciõn anterior se mostraron algunos siste-
mas representativos de una suspensiõn de automovil, estes sistemas 
son del tipo conocido como pasivo, pues el sistema no sufre una 
adaptaciõn en su estructura con la acciõn de perturbaciones exter-
nas; a este sistema se lo puede denominar de parametros,constantes. 
Por otro lado, si se tiene un sistema que sea modi-
ficable de una u otra manera; por ejemplo con una senal de reali-
mentaciõn de la masa principal (M) ; a este sistema se lo llamarã 
de activo, y puede considerarselo como un sistema con inteligencia. 
Una mejor interpretaciõn del sistema activo se consigue con unes-
quema, tal como el mostrado en la figura 2.3 
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M 





Figura 2.3 - Modelo físico de un sistema de suspensiõn activo 
En la figura 2.3, que es un ejemplo de un sistema 
activo para el sistema mostrado en la figura 2.2, (S) es un servo 
mecanismo, que puede ser de cualquier tipo que produzca una fuerza 
(F) , al recibir una senal a(t) , que se manifiesta en la masa 
principal (M) , que es la masa que se desea estabilizar. 
Evidentemente, la fuerza (F) producida por el ser 
vomecanismo sera en este ejemplo, funciõn de la senal de realimen-
taciõn, es decir 
F = f (a(t)) ( 2 • 1 ) 
Donde 
F = fuerza producida por el servomecanismo 
a(t) = senal genérica dependiente del tiempo, manifestada en la 
masa principal 
f = representaciõn de funciõn 
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La senal (a(t)) no tiene necesariamente que ser 
una senal manifestada en la masa principal, puede ser cualquier 
senal manifestada en cualquier masa del sistema, o una combina-
ciõn de senales. 
En el ejemplo mostrado en la figura 2.3, se toma 
una senal de la masa principal para introducirla luego al siste-
ma, de tal forma que cambia el comportamiento del sistema para 
estabilizar la masa principal. Este es el concepto de realimen-
taciõn, que da origen a un sistema activo controlado. 
2.4 - Oinãmica del Sistema Activo 
Ecuaciones de movimiento 
Para encontrar las ecuaciones de movimiento del 
sistema activo, se toma el modelo físico correspondiente;se apll 
ca el principio de D'Alembert, o la segunda ley de Newton,hacie~ 
do la suma total de fuerzas dinãmicas y estãticas. En la figura 
2.4 se muestra el modelo físico, y los diagramas de cuerpo libre, 







Fk1 F.12 Fu x, r "' ., ., ' 
k7 
Fk1 Fu m 
x2 I m . 
k2 
Fk2 
( a J { b) ( e J 
Figura 2.4 - Modelo ffsico del sistema activo, y diagramas del 
cuerpo libre. 
En el modelo ffsico mostrado en la figura 2.3 y 
2.4a, se puede observar que se ha dejado el resorte acoplador en-
tre las das masas, y se ha incluido el amortiguador en el servome-
canismo. 
La justificaciõn teõrica puede encontrarse en [17[. 
Ademãs existe una justificaciõn ffsica que radica en la condicio-
nes de diseno que debe tener un sistema de suspensiõn controlado, 
entre 1 as cuales estãn, ver j 15 j: 
a) La masa principal necesita una fuerza de retorno, de otra mane-
ra el sistema se tornarfa inestable. 
b) La sensibilidad del sistema a carga estática debe permanecer i-
nalterada, no se deben quitar ni cambiar los resortes del siste 
ma pasivo. 
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e) La ruedas deben permanecer con amortiguamiento. 
d) El sistema pasivo, al ser convertido en activo debe sufrir el 
mínimo de modificaciones. 
Aclarado este punto, y observando las figuras 2.4b 
y 2.4c, se hace el equilíbrio de todas las fuerzas (estãticas y di 
nãmicas); esto da origen a las dos ecuaciones de movimiento. For-
malmente se sigue; 
Fk + Fu + M xl = o 
1 
(2.2a) 
- Fk - F + Fk + m x2 - o 
1 u 2 
(2.2b) 
Donde 
Fu = a U(t) 
Teniêndose la siguiente nomenclatura 
a= constante 
M = masa principal 
m = masa de la rueda 
k1= constante del resorte acoplador 
k2= constante del resorte equivalente de la rueda 
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U(t) = vector de control 
x
1
(t) = coordenada de la masa principal referida a la posiciõn de 
equilíbrio 






Ct = M 
k2 
= W2 -m 
T 
a y = M 
b 
x, x, = L 
Sustituyendo (2.3) en (2.2) se obtiene: 
x, kl ( X 1 X2) H U(t) = M - - (2.4a) 
kl 
( X 1 X2) 
k2 
X2 + 
a U(t) X2 = - -m m m (2.4b) 
Definiendo para efectos de normalizaciõn los sigui-
Razõn de constantes de resorte (2.5a) 
Razõn de masas, rueda/principal (2.5b) 
Frecuencia natural de la rueda (2.5c) 
Tiempo adimensional (2.5d) 
Constante de control (2.Se) 
Amortiguamiento ( 2. Sf) 
Variable adimensional (2.5g) 
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variable adimensional (2.5h) 
L = Longitud arbitraria de normalizaciõn (2.5i) 
= Factor de amortiguamiento (2.5j) 
Sustituyendo (2.5) en (2.4), se llega a la siguien-
te expresiõn normalizada (adimensional) para las ecuaciones de mo-
vimiento 
Xi= - Ba (X 1 - X2) - y U(t) (2.6a) 
(2.6b) 
Obsêrvese que X' es la derivada respecto a T y no 
a t. 
Las ecuaciones (2.6) son las ecuacion~s de movimien 
to del sistema activo, expresadas en una forma adimensional, para 
facilitar su posterior manipulaciõn matemãtica. 
Enforma matricial las ecuaciones (2.6) se 




Que tiene la forma. 
Ba 
-(f',+1) 





( 2. 7) 
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[MJ {X"}= [Ã] {X}+ [B] {U(t)} (2.8) 
Donde la matriz fÃJ para un sistema mecãnico correspondería a la 
matriz - [k], matriz de fuerzas elãsticas. 
La ecuaciõn (2.7) resume las ecuaciones de movimien 
to del sistema. 
El sistema mecãnico descrito por las ecuaciones 
o (2.7), puede ser puesto a vibrar de dos maneras, a saber: 
( 2. 6) 
a) Con una condiciõn inicial cualquierá en cualquier masa. General 
mente se estudia el sistema con una condiciõn inicial de despl~ 
zamiento en la rueda, lo. que equivale a un agujero o un obtãcu-
lo en el camino. 
b) Una exitaciõn periÕdica o aleatoria externa. Evidentemente es-
ta significa una exitaciõn producida por el camino sobre la 
rueda. Para fines de anãlisis esta exitaciõn externa se supon-
drã sinoidal: 
Donde 
f(t) = yo sen wt ( 2. 9) 
f(t) = exitaciõn externa 
w = frecuencia de la exitaciõn, proporcional 
la velocidad del vehiculo. 
a 
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III - OBSERVABILIDAD Y CONTROLABILIDAD DEL SISTEMA ACTIVO 
3.1 - lntroducciÓn 
Los conceptos de observabilidad y controlabilidad 
son fundamentales en el estudio de un sistema que se quiera contro 
lar. 
Si se tiene un sistema, el cual se quiere contro-
lar, cabe primero que nada preguntarse. Es el sistema observable? 
Es el sistema controlable? 
Siendo la observabilidad la propiedad que debe te-
ner un sistema, tal que conociendo las causas que afectan el siste 
ma, y conociendo los afectos que salen del sistema, se conoce com-
pletamente el estado del sistema. 
Y siendo la controlabilidad aquella propiedad que 
tiene un sistema tal que se puede cambiar el estado del sistema en 
una determinada manera. 
Posteriormente se definirã en una forma rigurosa el 
concepto de observabilidad y controlabilidad, ademãs se harã un 
análisis de la observabilidad y controlabilidad del sistema; para 
tal fin se transforman las ecuaciones de movimiento (2.7), a una 
forma conocida como ''Representaciõn espacio-estado". 
3.2 - Representaciõn en el Espacio de Estados 
Antes de obtener esta representaciõn se van a defi-
nir algunos conceptos: 1181. 
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Definiciõn 
Un sistema puede ser imaginado como un elemento que 
siendo sometido a ciertas solicitaciones (entradas), responde con 
un cierto comportamiento (salida), ver fig. 3.1. 
entrada SISTEMA sal ida . 
Figura 3.1 - Representaciõn esquemática de un sistema 
Definiciõn 
El estado de un objeto físico, es aquella propiedad 
del objeto, tal que, conocida una entrada, (que es funciõn del ti~ 
po) en un dado instante t
0
, se tendrã completamente determinada la 




El estado de un objeto abstracto, (modelo matemãti-
co del objeto físico), es aquella colecciõn de numeras, que junto 
con la entrada, para cualquier t > tn determina en una forma Ünica 





Una variable de estado denotada por Y(t) es aquella 
funciõn del tiempo, cuyo valor en cualquier instante, es el estado 
de un objeto abstracto para dicho instante. 
Definiciõn 
El espacio de estados, es el conjunto de todas las 
variables de estado Y(t). 
Para aclarar bien el concepto de la Representaciõn 
en el espacio de los estados, nada mejor que un esquema, tal como 
el mostrado en la figura 3.2 
1 / 
__ , r,-'-t+J,-' , ____ -~' 
1 
/ 
Figura 3.2 - Representaciõn de las variables de estado Y(t) 
En la figura 3.2 se observa una representaciõn en el 
espacio de estados. En el instante t
0
, los estados del sistema 
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son v1(t 0 ), v2(t 0 ) y Y3(t 0 ). En el instante t 1 los estados son 
Y1 (t 1), Y2 (t 1 ) y Y3 (t 1). Debe cumplirse lo siguiente:conocida una 
entrada U(t) que cambia el sistema del estado @ al estado (]) , y 
conocido el estado @ , el estado (]) estarã determinado en una 
forma unica. 
Para el caso de sistemas dinãmicos, descritos por 
ecuaciones diferenciales de segunda orden, las variables de estado 
v1 (t) y Y2 (t) se identifican respectivamente con la posiciõn,x y 
la velocidad,x 
Una representaciõn en el espacio de estados para un 
sistema dinãmico, queda especificada en su forma mãs general por 
las sigui entes ecuaciones matriciales 1181 • 
Donde 
. 
{Y} = [A] {Y} + [B] {U} 
{Z} = fCJ {Y} + [D] {U} 
{Y} vector de estado de dimensiõn (n) 
{Z} vector de salida, o vector de medida (m) 
{U} vector de control (r) 




3.3 - Obtenci6n de las Ecuaciones de Movimiento en el Espacio de 
Estados 
Para obtener la representaci6n de las ecuaciones de 
movimiento en el espacio de estados, se hace el siguiente 





X1 = x, 
x2 = x2 
X3 = xl 
X4 = X2 
cambio 
( 3 . 2 ) 
( 3. 3) 
Convirtiéndose la ecuaci6n (2.7) a una de la forma 
de (3.la), donde. 
[A] . [ [O] [I] l 
[O] 
( 3. 4) 
[MJ-l [Ã] 
Observese que el problema tratado no hay amortigua-




Quedando (2.7) expresada como: 
X' 1 o o o x, o 
X' 2 o o o X2 o 
= + u ( 3 . 5 ) 
X' 3 -ea ªª o o X3 -y 
X' a -(13+1) o o X4 y 4 a 
A hora bien, si se toma como vector-medida, el vec-




X' - X' 1 2 
( 3 .6 ) 
, 
Es claro que para el sistema propuesto, en la prac-
tica, puede facilmente medirse X~, que es la aceleraciõn de la ma-
sa principal y (X1 - X2), que es la velocidad relativa entre el 
cuerpo del automovil y la rueda. 
Se obtiene la siguiente ecuaciõn de mediciõn: 
-ªª ªª o o x, -y 
{Z} = x2 + u ( 3 . 7) 
o o -1 X3 o 
X4 
Las ecuaciones (3.5) y (3.7) son la representaciõn 
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en el espacio de estados de las ecuaciones de movimiento y medici-
































( 3. 8d) 
Es costumbre llamar este conjunto de ecuacio-
nes como planta del sistema, que en este caso sera una planta inva 
riante en el tiempo, pues todas las matrices son constantes. 
- 2 3 -
3.4 - Concepto de Observabilidad 
Oefiniciõn 
Un estado Y(t) de un sistema dado, en un cierto ins 
tante t, es observable si, conociendo la entrada U(T) y la sal ida 
Y(T) en un intervalo finito de tiempo t
0 
< T < t, queda completa-
mente determinado el estado Y(t). [18[. 
Un sistema se dice totalmente observable, si todos 
los estados Y(t) son observables, y no dependen de un cierto tiem-
po t. 
3.5 - Conce~to de Controlabilidad 
Definiciõn 
Un estado Y(t 1 ) en un sistema es controlable, si el 
estado del sistema Y(t
0
) en un instante to, puede ser transferi do 
a y ( t l ) en un tiempo finito mediante alguna funciõn de control.[ 18 [. 
Si todos los estados y (ti ) de un sistema son contra 
lables,y si se puede pasa r del estado Y(t
0
) al estado y ( t 1 ) en 
cualquier tiempo finito, independiente de t
0
, al sistema se lo re-
conoce como totalmente controlable. 
Para determinar la controlabilidad completa en el 
tiempo t
0
, para sistemas lineales, es solo necesario y suficiente; 
investigar si el estado cera, en lugar de las condiciones inicia-
les, puede ser transferido a cualesquiera estados finales. 
En una forma mãs clara, puede enunciarse el concep-
to de controlabilidad total refiriéndose a la figura 3.2. 
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Un sistema serã controlable, si se puede pasar del 
estado @ al estado (D mediante un vector de control, en un inter-
valo arbitraria de tiempo bt. 
3.6 - Controlabilidad del Sistema Activo 
El estudio de la controlabilidad del sistema pro-
puesto se harã con base en el siguiente teorema. 
Teorema, 1181 
Un sistema invariante en el tiempo, descrito por: 
. 
{Y} = [A] {Y} + [B] {U}, es totalmente controlable, si y sol o si, 
la matriz [Q] de dimensiõn n x nm, tiene rango n. Donde: 
[0] = ( [B] 1 [A1 [B] 1 • • • [A]n-l [BJ) ( 3. 9) 
Aplicando el teorema anterior a la ecuaciõn (3.8), 
la matriz de controlabilidad, [Q], queda expressada en la sigui en-
te forma: 
o -y o (flay + fly) 
o r o -(yS + yB + y) (l (l 
[Q] = (3.10) 
-y o (Bay + Sy) o 
y o -(yS + yfl + Y) o (l (l 
Luego, para que el sistema propuesto sea totalmente 
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controlable, es necesario que la matriz [Q] tenga rango 4, para e~ 
to solamente es preciso que el determinante de [Q] sea 
de cero. 
diferente 
Expandiendo por menores el determinante de [Q] se 
encuentra: 
Det [Q] = .i'.. ª2 (3.11) 
Como se puede observar de (3 .11), para que el siste 
ma sea totalmente controlable,es solamente necesario que la cons-
tante y sea diferente de cero, sin intervenir para nada los valo-
res que a y S puedan tener. Por lo tanto al sistema se lo 
considerar totalmente controlable. 
3.7 - Observabilidad del Sistema Activo 
puede 
Se pretende en esta seccion estudiar la observabili 
dad del sistema, cuando el vector de mediciõn, es el propuesto en 
la ecuaciõn (3.6). Se propone el vector de mediciõn de esta forma 
por su sencillez, y por considerar que la ley de control, serã fun 
damentalmente funciõn de las variables que componen el vector de 
mediciõn propuesto. 
Para el anãlisis de la observabilidad del sistema, 
se usarã el siguiente teorema: 
Teorema,1181 
El sistema invariante en el tiempo 
{ y} = [11.] {Y} + [B] {U} 
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{Z} = [C] {Y} + [Dj {U} 
• Es totalmente observable, si y solo si la matriz[P] 
de dimensiõn (mn x n) tiene rango n, donde: 
[P] = (3.12) 
Aplicando el teorema a las ecuaciones (3.5) y (3.7) 


































La matriz lPJ dada por (3.13) tiene rango 4. Por lo 
tanto el sistema es totalmente observable con el vector de medi-
ciõn {Z} = (x," (Xi - X~)]T. 
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3.8 - Conclusiones 
a) El sistema activo es totalmente controlable para cualesquiera 
kl 
valores de (f3 = cl y (a = ;i, razõn de constantes de resorte y 
2 
razon de masas. Unicamente importa que la constante de control 
y no sea nula, esto es evidente, pues si y fuese nula no se ten 
dría vector de control para controlar el sistema. No se tienen 
ningunas otras restricciones. 
b) El sistema activo es totalmente observable con el vector de me-
diciõn {Z} = [x 1' (X1 - x2)]T 
c) Las variables que componen el vector de mediciõn son facilmente 
medibles en la prãctica. 
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IV - LA LEY DE CONTROL 
4.1 - Introducciõn 
En el capitulo anterior se encontrá que el sistema 
activo es totalmente controlable. 
Con la introducciõn de un vector de control u ( t) ' 
se puede en el sistema activo, pasar de un estado Y(t 1) a un esta-
do Y(t 2), donde el estado Y(t 2) es un mejor estado. 
La ley de control debe escogerse de tal forma que 
esta trate de estabilizar la masa principal del sistema, de las 
perturbaciones externas, (irregularidades del camino), de una mane 
ra mejor que el sistema pasivo. 
4.2 - Condiciones que Debe Tener un Buen Sistema Pasivo 
Un sistema pasivo de suspensiõn de automovil, puede 
ser mejorado de las dos siguientes formas. 
a) Disminuyendo la rigidez del resorte principal, resorte acopla-
dor de las dos masas. 
b) Aumentando el valor de la masa principal, cuerpo del vehiculo. 
El mejoramiento del sistema pasivo se consigue pues, 
disminuyendo la frecuencia natural de la roasa principal. 
La disminuciÓn del amortiguamiento produce una mej~ 
ra en el comportamiento del sistema, mayormente cuando el sistema 
estã exitado con frecuencias muy altas, mayores que las frecuen-
cias naturales del sistema. 
El amortiguador debe existir para evitar valores 
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muy altos de desplazamiento, velocidad y aceleraciõn en las reso-
nancias. 
Las afirmaciones anteriores se coligen a partir 
del análisis de una masa que se desea aislar de las perturbaciones 
que existen en su base. Para tal fin, se analiza el sistema mos-




Figura 4.1 - Sistema de un grado de liberdad, montado sobre una ba 
se perturbada. 
, 
De 1 a 1 i teratura l 21, .se puede obtener 1 a razon de 
amplitudes (Desplazamiento M/desplazamiento base) de la base a la masa 
M, la cual se desea aislar de las perturbaciones que sufre la bas~ 
La perturbaciõn se transmite de la base a la masa M 
a traves del resorte y del amortiguador. 
El valor de la razÓndeamplitud se quiere hacer mí-
nimo, para tener así un mejor comportamiento de la masa M. 
, . 
La razon de ampl 1 tud. viene en este caso dada por 
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"R = 
1 + (2r; ~) 2 wn 
2 2 2 
( 1 W ) + ( 2 r ~) - õi7n ~ wn 
Donde: 
I 
~ = razon de amplitudes de la masa Ma la base 
r; = factor de amortiguamiento 
w = frecuencia de exitaciõn 
wn= frecuencia natural de la masa M 
( 4. 1 ) 
La grãfica de la ecuaciõn (4.1) es de la forma mos-
trada en la figura 4.2 
1 V2 w 
Wrr 
Figura 4.2 - Diagrama de larazõnde amplitud contra w para un sis wn 
tema con un grado de liberdad. 
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De la figura 4.2 se colige inmediatamente lo sigui-
ente: 
a) La r a z /n de a m p 1 i tu d e s pequena par a v a 1 ores ~ > > 1. D i s mi n uy-wn 
endo wn, (aumentando 1 a mas a, o disminuyendo el resorte) se dis 
minuye la razõn de amplitud. 
b) La estabilizaciõn de M, de las perturbaciones de la base, solo 
es posible para valores de ~n > ~. 
e) Disminuyendo el valor del amortiguamiento, para valores de~> wn 
> r,z se disminuye la razõn de amplitud. 
d) Es necesario algun amortiguamiento en las frecuencias 




El amortiguamiento mas deseable depende de las con-
diciones del camino. Esto evidencia un valor variable. 
El amortiguamiento aunque indeseable es necesario, 
Cual sera el valor ideal del amortiguamiento? Para decir verdad 
no existe un valor ideal. Experimentalmente se han encontrado va 
lores del amortiguamiento que resuelven este compromiso. Estos va 
lores pueden variar desde 
r; = 0.15 hasta ç = 0.40 1111 
4.3 - Limitaciones en la Mejoría del Sistema Pasívo 
Como se expuso en la secciõn anterior, una masa M 
puede aislarse de las perturbaciones de la base, disminuyendo el 
valor de su frecuencia natural. 
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Las dos posibles maneras de disminuir la frecuencia 
natural, de la masa principal de automovil son las sigui entes: 
a) Disminuir la constante del resorte principal (k 1) 
b) Aumentar la masa principal (M) 
Variando los componentes pasivos, resorte y masa; 
se puede conseguir un sistema pasivo mejor. El caso teõrico ideal 
es cuando k 1 , es nula, lo que es fisicamente imposible. 
Existen muchas limitaciones en cuanto a la varia -
ciõn que pueda tener M y k1. A continuaciõn se presentan las pri~ 
cipales limitaciones. 
a) Con resorte muy suaves, se producen grandes deflexiones para p~ 
quenos cambias en la masa principal. En el caso del automovil, 
el cuerpo principal sufriria grandes desplazamientos estãticos 
con la salida o entrada de un pasajero. 
b) Con resortes suaves se producen grandes giros del cuerpo princl 
pal, sobre un eje longitudinal (rolling), al tomar el vehiculo 
curvas. 
Tambiên se producen grandes giros sobre un eje lateral 
ching) al frenar el vehiculo. 
(pit-
Estas afectos se muestran mas claramente en la fig~ 
ra 4.3. 
( aJ Í? o li i n g · I • ' ' (b} P1tcfung 
Figura 4.3 - Defectos de los resortes suaves. 
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El aumento excesivo de la masa del cuerpo del vehi-
culo, también produce los mismos efectos que los resortes suaves. 
Ademãs el aumentar la masa produce problemas inerc! 
ales, tanto en las arrancadas como en las frenadas, este exige que 
los vehiculos tengan mayores motores, y mejores sistemas de frenes. 
Otra mejoria del sistema pasivo se puede conseguir 
quitando el amo~iguamiento. Este no se lo puede hacer por dos ra-
zones: 
a) El amortiguamiento debe existir para evitar altos valores de des 
plazamiento, velocidad y aceleraciõn del cuerpo principal al p~ 
sarse por las frecuencias de resonancia. 
b) Debe existir el amortiguamiento, para estabilizar el cuerpo 
principal, llevarlo a su posiciõn original, luego que el siste-
ma se ha puesto a vibrar con una condiciõn inicial en la rueda, 
resalto o bache por ejemplo. 
En el caso (a) se puede pensar en tener solo amort! 
guamiento para pasar por las frecuencias de resonancia, y luego d~ 
ligarlo; pero la condiciõn (b) exige que el amortiguamiento esté 
presente en todo momento. 
4.4 - Escogencia de la Ley de Control 
Teniendo en mente las condiciones que se necesitan 
para mejorar un sistema pasivo, lo que no se puede conseguir debi-
do a las limitaciones existentes. Se puede proceder a conseguir 
una mejoría del sistema pasivo convirtiéndolo en activo. El con-
trol usado debe ser tal que disminuya la frecuencia natural de la 
masa principal y a la vez modifique el amortiguamiento. 
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El vector de control debe aumentar la masa del cuer 
po principal, y variar el amortiguamiento. El aumento de la masa 
se consigue en una forma artificial, usando una masa inercial apa-
rente. Este a la vez produce una disminuciõn en la razõn de amor-
tiguamiento. 
Una sugestiõn para la ley de control sera: 
• 
( 4. 2) 
( 4. 3 ) 
Donde: 
U(t) = vector de control 
a ,b 1 ,b 2 ,b = constantes 
~ 1 ( t) = aceleraciõn del cuerpo principal 
~ l ( t) = velocidad del c ue rpo principal 
X 2 ( t) = velocidad de 1 a rueda 
Para simplificar la mediciõn del vector de control 
se hace en la ecuaciõn (4.2) b1 = b2 = b lo que la transforma en . . 
(4.3), donde b(x 1 - x 2) no es ni mãs ni menos que el amortiguador 
entre la masa principal y la rueda, el cual es un elemento compo-
nente del sistema pasivo, cuya optimizaciõn para el sistema pasivo, 
se hace por los medios tradicionales, es decir experimentalmente. 
El sistema activo se transformarã ahora al tipo re-
presentado por el modelo fisico mostrado en la figura 4.4. 
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Siendo la ley de control dada en este caso por 
U(t) = ax 1 ( 4 . 4 ) 
, 
Es posible aun pensar en un dispositivo que repre-






Figura 4.4 - Modelo ffsic~ del sistema activo 
En realidad, el vector de control propuesto en(4.3) 
no se encontró tan directamente, como aparece en todo el análisis 
sobre la ley de control. Por lo contrario; se simulõ el 
activo en un computador analÕgico EAI TR-48, donde se 
sistema 
estudiaron 
varias vectores de control, se observõ la influencia de x1 , x2 , x1, 
x2 , x1 y x2 en el comportamiento del sistema. Algunas de estas va 
riables en el control, mejoran el comportamiento del sistema,otras 
lo empeoran, otras tornan el sistema inestable. 
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En general se encontrõ que la mayor mejoria la pro-
duce el vector U = ax1 , aunque alterar la influencia de x1 y x2 
tambiên puede producir gra~des mejorias. Para un mejor comporta-
miento, la tendencia es aumentar la influencia de x1 y disminuir 
la influencia de x2 . Esto equivale en cierta forma a dar a la ma-. 
sa M un apoyo inercial. La influencia de x1 y x2 produce dos efec 
tos desventajosos: 
1) Se aumenta mucho la carga sobre la rueda, 
2) Es necesario integrar x1• Vease 1171. 
En este trabajo solo se investigarã la ley de con-
trol dada por (4.3) o (4.4). 
4.5 - ConclusiÓn Sobre la Ley de Control 
a) La ley de control escogida es la siguiente 
Donde: 
b(x 1 - x2) es el modelo matemãtico del amortiguador entre la ma-
sa principal y la rueda, elemento del sistema pasivo que se Of 
timiza por medios tradicionales y ax 1 es el modelo 
del elemento activo introducido al sistema pasivo. 
matemãtico 
El sistema acti vo se puede reduci r al mostrado en 
la figura 4.4, con dos elementos pasivos, amortiguador y resor-
te, y un elemento activo, cuyo modelo matemãtico estã dado por 
la 1 ey de control. 
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U = ax 1 , que es un valor proporcional a la aceleraciõn de la ma 
sa principal. 
b) Esta ley de control es una ley muy simple, es de hecho· una ley 
sub-Õptima,pues existen leyes de control mãs complejas que to-
man en cuenta la influencia de otras variables, y mejoran el 
comportamiento del sistema en un grado mayor que la ley de con-
trol escogida. 
c) Esta es una ley relativamente simple, con un solo parãmetro a 
optimizar (a). Ademãs la aceleraciõn es una cantidad fácil de 
medir en una forma absoluta, bajo cualesquiera condiciones. 
d) Es desarrollo teórico presentado en este capitulo meramente ju~ 
ti fica la escogencia de la ley de control. 
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V - ESTABILIDAD DEL SISTEMA ACTIVO 
5. 1 - Introducci Õn 
El concepto de estabilidad juega un papel importan-
te en el diseno de sistemas. Es por lo tanto necesario 
la estabilidad de cualquier sistema en estudio. 
analizar 
Existen muchas formas de definir la estabilidad de 
un sistema, y otras tantas para estudiarla. 
En este cap1tulo se presenta el anãlisis de la esta 
bilidad del sistema activo, que es un sistema linear invariante en 
el tiempo, para el cual se define la estabilidad segiin el sentido 
de Liapunov. En este caso el estudio de la estabilidades relati-
vamente sencillo, y se basa fundamentalmente en el análisis de la 
ecuaciõn caracter1stica del sistema. 
Es conveniente dar algunas definiciones relativas a 
la estabilidad, antes de estudiar la estabilidad del sistema part! 
cular analizado. 
Un tipo de estabilidad, se define con base en lares 
puesta que tiene el sistema linear invariante en el tiempo, en las 
proximidades del estado cero, {Y} = {O}, (estado de equilibrio). 
Se define una regiõn en el espacio de estados, como 
J{Y}J < E, tal que exista una pequena regiõn de perturbaciones no 
nulas, que rodean el estado de equilibrio {V}= {O}, que originan 
la respuesta, la cual se mantiene acatada a valores menores que el 




El estado de equilíbrio {Y} = {O} del sistema {Y} = 
= [A] {Y} es estable en el sentido de Liapunov (E.S.L), si para 
cualquier t
0 
y cualquier numero real e> O, existe algün o> O,tan 
pequeno como se quiera, dependiente de t
0 
y e, tal que si [{Y
0
}[<6, 




El estado de equilíbrio {Y} = {O} es asintoticamen-
te estable si 
a) Es estable en el sentido de Liapunov 




}, suficientemente cercano a {Ot{Y(t)} + 
+ {O} cuando t + ~ 
Hablando con este sentido de estabilidad, se dice 
que un sistema es estable si el estado cero es estable, y un siste 
ma serã inestable si no es estable. 
5.2 - Criterios para Determinar la Estabilidad de un Sistema 
Existen varies criterios para estudiar la estabili-
dad de un sistema. Un criterio adecuado para estudiar la estabili 
dad de un sistema linear invariante en el tiempo, se basa en el 
análisis de su ecuaciõn caracteristica. 
Sea el sistema no perturbado descrito por la ecua-
ciõn de estado 
{Y} = [A] {Y} ( 5 • 1 ) 
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Donde: 
[AJ = matriz de transi ci Õn 
{Y} = vector de estado 
Se entiende por ecuaciõn característica, el polino-
mio resultante de igualar a cero el determinante de la 
matriz 
[ [A] - "n [I] ] 
Donde 
[I] = matriz unidad 
"n =autovalores de la matriz de transiciõn 
sigui ente 
( 5. 2) 
La forma del polinomio característico es la siguie~ 
te 
n -1 
+ ª1 " + · · · + ªn-1 " + ªn = O ( 5. 3 ) 
Una condiciõn necesaria, para que el sistema sea e~ 
table es la que todos los coeficientes ªn de la ecuaciõn caracte-
rística deben tener el mismo signo y ninguno debe de ser nulo. 
Una forma directa para determinar la estabilidad 
del sistema, consiste en encontrar las raíces del polinomio carac-
terístico. 
Si todos los autovalores de la matriz de transiciõn 
[A], raíces del polinomio característico, tienen partes reales ne-
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gativas, el sistema sera asintoticamente estable en la posiciõn de 
equilibrio {Y} = {O}. 
Cuando el polinomio caracteristico es de un grado 
elevado, es tedioso y algunas veces hasta imposible determinar sus 
~ ra,ces. 
Existe otro método para analizar la estabilidad de 
un sistema, en el cual no es necesario encontrar las raices del PQ 
linomio caracteristico. Este es el conocido como criterio de ROlJTH. 
Criterio de ROlJTH 
Siendo todos los coeficientes del polinomio caract~ 
ristico positivos, lo cual siempre se consigue multiplicando el PQ 
linomio característico por -1; éstos se ordenan en filas y en co-
lumnas, surgiendo el ordenamiento conocido como Arreglo de Routh, 
que tiene la siguiente forma: 
"n ~---ª----. a ª4 ª6 : ºA 2 n -1 
À ' ª1 ' ª3 ªs ª7 
À 
n-2 
bl b2 b3 b4 
À2 ei e2 o 
À 1 fi o 
Àº 91 
,_ - - _, 
1 
' ' ,columna ' 
Figura 5.2 - Arreglo de ROlJTH 
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En la figura 5.2 los coeficientes bi' ci, fi' ei y 
g1 se calculan multiplicando y restando los coeficientes dados o 
calculados como lo indican las flechas, y luego dividiendo por el 
primer término de la fila superior. 
El têrmi no b1 vendrã dado por 
( 5 . 4) 
Para una mejor comprensiõn del arreglo de Routh pue 
de verse l 9J. 
Obtenido el arreglo de Routh, se aplica el criterio 
de Routh para estabilidad que dice lo siguiente: 
''El numero de ralces del polinomio caracterlstico, con par -
tes reales positivas, es igual al numero de cambias en sig-
no de los coeficientes de la primera columna en el arreglo 
de Routh". 
La justificaciõn teõrica de este criterio puede en-
contrarse en l 22 I. 
5.3 - Estabilidad del Sistema Activo con la Ley de Control U=ax 1 + 
+ b(x 1 - x2) 
Por el hecho de ser 1 a 1 ey de control, una 1 ey pro-
puesta, no se puede a priori garantizar que el sistema controlado 
sea estable; por tal razõn es necesario estudiar la estabilidad 
del sistema con el vector de control propuesto. 
- 4 3 -
En la secciõn 2.4 se encontraron las ecuaciones de 
movimiento del sistema activo para una ley general de control. 
.. . . 
Sustituyendo la ley de control U = ax1 + b(x 1 - x2) 
en la ecuaciõn de movimiento dada por (2.4), y haciendo las susti-
tuciones dadas por (2.5) se obtienen las ecuaciones de movimiento 
del sistema activo en una forma normalizada, para el vector de con 
trol propuesto, que tienen la forma: 
(5.5a) 
(5.5b) 
Que se pueden escribir de la siguiente forma 
(5.6a) 
- .Y X" + X" = 
a l 2 (5.6b) 
Que son el modelo matemitico de un sistema con rea-_ 
limentaciõn (closed loop system). 
Las ecuaciones (5.6) se pueden escribir enforma ma 
tricial como 
l + y o 
















Que tiene la forma 
IM] { X li } = IR J { X} + [ ê J { X ' } 
Donde: 
[M] = sera 1 a matriz de masa 
[i<J = sera 1 a matriz de fuerzas elásticas, que en la forma corrien 
te de describir un sistema mecãnico corresponde a - [K] . 
[é] = matriz de amortiguamiento, representada en el sistema mecãni 
co por - [e] . 
Cabe hacer la observaciõn que si (5.6) o (5.7) se hace 
y = O, el sistema activo se convierte en pasivo. 
Procediendo tal como se lo hizo en la secciõn 3.3, 
usando las ecuaciones (3.2), (3.3) y (3.4) donde el término A22 I O 
pues existe amortiguamiento en el sistema. 
La ecuaciõn matricial (5.7) se transforma a la si-
guiente ecuaciõn de estado. 
x' 
l D D l D xl 
X' D D D X2 2 
( 5 • 8) = 
x' 3 L - L N - N X3 
x' -P p - - R R l X4 4 
Donde: 
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L = S CI p = _ê____yy _ S 1+y T+v N = 2t;a - 1 +y R = ~t;~ - 21; ( 5. 9) 
La ecuaciõn (5.8} tiene nuevamente la forma . 
. 
{X} = [A] {X} (5.10) 
ECUACIDN CARACTERISTICA DEL SISTEMA DINÃMICO ACTIVO 
Haci endo el determinante 1 [ft.] - [!] À 1 = O se ob-
tiene 
-À o l o 
o À o 
= o (5.11) 
L -L N-À -N 
-P p -1 -R R-À 
Expandiendo el determinante (5.11) se obtiene la 
ecuaciõn caracteristica del sistema activo, que tiene la forma 
(5.12) 
Donde: 
a = 1 o -N-R 1 -P-L (5.13) 
Sustituyendo en (5.13) los valores de N, R, L y P 
dados por (5.9), se obtienen los coeficientes de la ecuaciõn carac 
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terística como: 
a = 1 
o 
=2ç(a+l) 
ª1 1 + y 
= y + B ~l + a) + 1 
ª2 + y 
= 21;a 
ª3 1 + y 
Ba 
ª4 = 1 + y 







necesaria, pero no suficiente para que un sistema dinãmico sea es-
table, es que los coeficientes ªi de la ecuaciõn característica no 
sean nulos, y ademãs tengan el mismo signo. 
Luego, para llenar esta necesidad, se obligan los 
coeficientes dados por (5.14) a ser mayores que cero. Siendo ç, 
a y B positivos se tiene: 
ªo 1 > o -+ Evidente 
a 1 2f(c<+l) > o + y -+ y > - 1. o 
y + B(l+a) + 1 1 B(l+a} (5.15) ª2 > -+ y > - -1 + y 
ª3 
2ça 
> o -+ y > - 1. o 1 + y 
ª4 
8 a > o -+ y > - 1. o 1 + y 
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De (5.15) se observa que el sistema se tornarã ines 
table para valores de y menores o iguales a -1, tambien lo serã p~ 
ra un valor de y igual a infinito, pues no se cumple una condiciõn 
necesaria para la estabilidad. 
El valor y = -1, se puede determinar a priori. Si 
se observa que en la ecuaciõn (5. 7) un valor de y = -1, torna la 
matriz de masa [M] singular, esto hace el sistema inestable. 
ANALISIS DE LAS RAICES DE LA ECUACIÕN CARACTERISTICA 
La ecuaci Õn ( 5. l 2) es una ecuaci o'n de cuarto grado, 
de muy difícil soluciõn analítica. 
Para estudiar las raíces de esta ecuaciõn, lo me-
jor es usar un computador digital; existiendo subrutinas de biblio 
teca disponibles para resolver este problema. 
Para resolver el polinomio característico, se prep~ 
ro un pequeno programa, llamando la subrutina POLRT, que se rodõ 
en un computador IBM-1130. 
En la figura 5.4 se presenta el listado del progra-
ma usado para encontrar las raíces del polinomio característico. 
Los resultados obtenidos en el computador digital, 
se muestran en una forma grâfica en la figura 5.5, que es una re -
presentaciõn en el plano complejo de las raíces de la ecuaciõn ca-
racterística. 
En la figura 5.5 se observa, que para valores y>-1, 
todas las partes reales de las raíces de la ecuaciõn característi-
ca son negativas. Esta deja ver que el sistema activo es teorica-
// FOR 
*LISf SUUKCE PROGRAM 
*ONE WORD INTEGERS 







ESTE PROGRAMA ENCUENTRA LAS RATCES DEL POL!NOMIO 
CARACTERISTJCO DEL SISTEMA ACT!Vü DE SUSPEN~!ON 





















200 FORMAT(//,'NO HUBO ITERACIO~'l 
GOTO 2 
wK lT E ( 5, 300) -------40 






GO TO 2 
END 
FEATURES SUPPORTED 
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IDCS 
CORE REQUIREMENTS FOR 
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END OF COMPILATIUN 
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mente estable para cualquier valor de y > - 1.0; pero conforme y 
va aumentando, el grado de estabilidad del sistema 
rapidamente. Entendiendo por grado de estabilidad 
va disminuyendo 
IYJ~l'lºr 
l, el valor absolu 
to de la parte real negativa de las raices de la ecuaciõn caracte-
ristica. Por ejemplo, para y = O el grado de estabilidad del sis-
tema es 0.022, que baja hasta un valor de 0.00026 cuando y = 100.0. 
Esta hace ver que el aumentar y indefinidamente,11! 
va el sistema a valores de estabilidad muy bajos, esta puede ser 
muy peligroso. 
APLICAC!ÕN DEL CRITERIO DE ROUTH 
Tomando la ecuaciõn (5.12) y repitiendola para mayor 
facilidad 
Se procede a construir el arreglo de Routh (Figura 
5.2), siendo este para una ecuaciõn de cuarto grado, de la siguie~ 
te forma: 
-----------------
l À4 ' ªo ª2 ª4 
2 À3 ª1 ª3 o 
ª1ª2 - ªoª3 3 À2 T 1 o (5.16) = ª4 ª1 
1 T ª3 - ª1ª4 4 Àl 
T 
5 Àº ª4 
1 ----------------- 1 
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Para estabilidad asintótica,todos los valores de la 
columna primera deben ser positivos. 
Anteriormente se hab(a forzado que a
0
, a1 , a4 fue-
ran positivos. 
Por lo tanto solamente debe obligarse que el tercer 
y cuarto termino de la primera columna sean ambos positivos,así el 
sistema sera asintoticamente estable . 
• 
Sustituyendo los têrminos a
0
, a1 , a2 , a3 Y a4 , por 
sus respectivos valores, dados por las ecuaciones (5.14), se obtie 
ne: 
3er - . Termino 
4 to - . Termino 
Tomando (5.17) 
Siendo 
T = 2aS + Sa 2 + S + 1 + y 
(1 + y} (1 + a) 
= 2 ;;a 
2aS + Sa2 + S + 1 + y 
2aB + Sa 2 + S + 1 + y > 
(l + y} (a + 1) o 
(5.17) 
(5.18) 
Como (1 + y) y (1 + a) son positivos, se sigue que 
2aS + Sa2 + S + 1 + y > O 
y > - (2aS + Sa 2 + S) - 1 (5.19) 
- 5 2 -




Por lo tanto el sistema sigue siendo estable para 
2aB + Sa 2 + S + > o + y 
Como 2ça > O, se sigue inmediatamente que 
y > - (2aS + Ba 2 + S) - 1 (5.20) 
El sistema continua siendo asintoticamente estable 
para y > - 1 . 
5.4 - Conclusiones sobre la Estabilidad del Sistema Activo Usando 
. 
el Control U(t) = ax 1 + b(x 1 - x2) 
El valor y > - l se ha estado nombrando durante to-
do el análisis de la estabilidad, quizã el hecho de mencionar tan-
tas veces el valor -1 de motivo a confusiõn. 
La mejor forma dejar claro el significado del bend! 
to - l , e s d ar una c o n c l u si õ n c 1 ar a y c o n sei s a , que se h a c e c o n l a 
ayuda de un esquema, figura (5.6). 
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-1 a 
Figura 5.6 - Ãmbito de y donde el sistema activo es asintoticamen-
te estable. 
Conclusiõn 
"El sistema activo es asintoticamente estable con la ley de 
control U = yX\', siempre que y varie entre - 1.0 y infinito 
excluyendo el valor y = - 1.0" 
Puede observarse que en y = H = -1, en la ecuaciõn 
(5.7), la matriz de masa [M], se torna singular, negativa definida 
tornando el sistema inestable. 
Para valores relativamente grandes de y; 10 por 
ejemplo, el grado de estabilidad del sistema se hace muy bajo. Es 
to hace ver que para valores altos de y, cualquier perturbaciõn ex 
trana no prevista, pueda tornar el sistema activo inestable. Esto 
se puede observar mejor en una simulaciõn en el computador analôgl 
co. Lo cual se harã en el capitulo VII. 
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VI - ESTUDIO ANALITICO - NUMERICO DE LA INFLUENCIA DE LA LEY DE 
CONTROL 
6.1 - lntroducciõn 
Fundamentalmente se trata en este capitulo de opti-
mizar la ley de control, la cual ya se hab{a estabJecido en el ca 
pitulo IV, ver ecuaciõn (4.3). Ademãs, se analizan algunos efec-
tos secundarios del control sobre el sistema, por ejemplo la carga 
sobre la rueda. 
El problema de optimizaciõn basicamente consiste en 
encontrar una ley de control U(t), tal que, lleve el sistema de un 
estado deseado C. 
En la prãctica deben considerarse ciertas limitacio 
nes fisicas del elemento de control. En algunos casos, la energ{a 
disponible para hacer funcionar el control es limitada, en otros 
casos el tiempo para alcanzar el estado inicial es limitado. 
6.2 - Critério de Optimizaciõn 
Existen muchos criterios para optimizar un sistema 
en verdad se puede decir que cada sistema exige un critério de op-
timizaciõn diferente. 
Particularmente en este trabajo se harã uso de uno 
de los tantos criterios, el conocido como criterio del miniMax; el 
cual es un criterio directo de optimizaciõn. 
El criterio del miniMax se basa fundamentalmente en 
procurar un control Õptimo, que haga minimo el mãximo valor de una 
o todas las variables del campo de variables de estado Y(t). For 
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malmente este criterio puede escribirse de la siguiente manera: 
U(t)
0




p = Ley Õptima de control 
Y(t) = variable de estado que se desea minimizar 
La ecuaciõn (6.1) se lee de la siguiente forma: 
"El valor Õptimo del vector de control, {U(t)
0
p} es aquel 
vector de control, {U(t)}, que aplicado a un sistema, haga 
mfnimo el mãximo valor del estado {Y(t)}". 
6.3 - Optimizaciõn Analftica de la Ley de Control U = yXi 
En el capitulo IV se habfa propuesto la ley de con-
. . 
trol como U(t) = ax 1 + b(x 1 - x2 ), en la cual b{x 1 - x2) es la re-
presentaciõn matemãtica de un amortiguador, que se considera un 
elemento pasivo, el cual se optimiza por los medios tradicionales. 
De esta forma el sistema activo se redujo al representado por el 
modelo fisico de la figura 4.4, quedando el control activo reduci-
do a U = ax 1 , que en la forma normalizada se convierte a U = yXi . 
Se desea ahora hallar el valor de y en la ley de 
control, que aumenta en el mayor grado posible el confort de los 
pasajeros en el automovi 1. 
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CONCEPTO DE COMODIDAD EN UN A.UTOMOVIL 12 I 
Suponiendo que el automovil se mueva hacia adelante 
con una velocidad constante, cual seri la variable ''caracterTstica~ 
que puede ser considerada como medida de comodidad para los pasa-
jeros dentro del cuerpo principal del vehTculo? Puede ser el des-
plazamiento vertical o una de sus derivadas. 
No es el despl azamiento vertical, no importa cuanto 
el cuerpo principal del automovil se desplace verticalmente, pues 
los pasajeros allí dentro tendrin una buena sensaci6n de comodidad. 
No es la velocidad vertical, pues no hay 
de cuan ripida sea la subida o el descenso. 
Dentro de ciertos lTmites, tamooco es la 
objeci6n 
acelera-
ci6n vertical, la cual seri sentida como una fuerza constante. 
Los lÍmites de aceleraci6n para un buen confort den 
tro del automovil, diagramas aceleraci6n-confort, pueden verse en 
1 21 1 • 
Los choques repentinos son los que producen sensa-
ciones desconfortables, que son producidos por los cambios de la 
aceleraci6n. 
Así, una medida de la comodidad dentro del automo-
vil, es la razon de variaci6n de la aceleraci6n, cantidad conocida 
como aceleraci6n segunda (Jerk). 
Ahora el problema de optimizaci6n se reduce a encon 
trar el valor de y, en la ley de control U(t) = yX,', tal que se ha 
ga mínimo el miximo valor de la aceleraci6n segunda de la masa pri~ 
ci pal; es deci r se quiere: 
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mi n Max {Xi" ( t ) } ( 6 • 2) 
~ara encontrar la aceleraciõn segunda del cuerpo 
principal, se resuelven primero que nada las ecuaciones de movi-
miento del sistema activo, (5.6). Donde el sistema vibra bajo la 
acciõn de una exitaciõn en la rueda, producida por las irregulari-





k2 sen ~t. 
A continuaciõn se repiten las ecuaciones de 
miento, escritas en la forma: 
Donde 
y = o 
L = 
yo/L 
Longitud arbitraria de normalizaciõn 






Yo = Amplitud mãxima de la irregularidad del camino, supuesto se-
noide 
w = w/wn 2 = frecuencia adimensional 
w = exitaciõn externa 
Aplicando el método de la impedancia mecãnica a 






= y eiw, 
o 
( 6 . 4) 
( 6. 5) 
Sustituyendo (6.4), sus derivadas y (6.5) en (6.3) 
se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones. 
(- w2 - w2y + Sa + 2wçai) x1 + (- Sa - 2çawi) x2 = O (6.6a) 
(w 2 t - s - 2çwil x1 
La soluciõn de (6.6) puede ser escrita como 
Xi ( t ) = 1 Xi I se n ( w, + q, i ) ( 5 . 7) 
max 
Donde 
[(y+l) w• + (-1-S-y-Sa)w 2 + BaJ 2 + ( 6 • 8) 
+ [(- 2ç-2ça)w 3 + 2çawJ 2 
-, -, 2 -(-w -w y+Bal + 4w2ç2g2 ( 6 . 9) 
[ ( y+ 1 ) w • + ( - 1 - S-y- S a) w 2 + Sa J 2 + 
+ [(-2>-2ça)w 3 + 2Çaw] 
2 
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$i = ângulo de fase que se encuentra a partir (6.6), sustituyendo 
en el numerador los valores correspondientes a x1 y x2, cuan-
do se usa la regla de Cramer. 
Derivando (6.9} continuamente con respecto a,, pa-
ra i = 1; se obtiene la velocidad, aceleraciõn y aceleraciõn segu~ 
da para el cuerpo principal, en la siguiente forma 
Desplazamiento = x, = A sen (wt + $ 1 ) (6.10) 
Velocidad = X' 1 = Aw cos(wt + $,) * (6.11) 
/l.cel eraci Õn = X li 1 =-A~2 sen (wt + $\') (6.12} 
11 Jerk 11 = X 111 ~-A3 cos (wt + $\") (6.13) 
Siendo 
= 1 X\" 1 
max 
(6.14) 
Si en (6.10), (6.11), (6.12) y (6.13) se sustituye 
el valor de w = 1, que corresponde a la frecuencia natural de la 
rueda. Se obtienen los siguientes valores mãximos para la arnpli-
tud de: el desplazamiento, velocidad, aceleraciõn y aceleraciõn se 
gunda del cuerpo principal del vehiculo. 
* $1 no denota derivada, es solo una distinciõn entre los diferen 
tes $ 
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Desplazamiento P. = CI. Yo 
Velocidad Al = CI. Yo 
/l.cel eraci Õn A2= a Yo 
Aceleraciõn segunda A3= CI. y o 
Donde se puede apreciar que cuando w = l, tanto la 
amplitud mãxima del desplazamiento del cuerpo principal, como la 
amplitud mãxima de sus derivadas sucesivas, son independientes del 
valor que y pueda tener. 
Este resultado es muy importante, pues de el seco-
lige inmediatamente, para w = l, que corresponde a la frecuencia 
natural de la rueda [wn 2J, el control no tendrã ningün efecto en 
el comportamiento del sistema en cuanto se refiere a los valores 
absolutos mãximos de las variables; pudiendo asi próducirse otros 
efectos secundãrios, como alterar los ãngulos de fase, o cambiar 
la fuerza sobre la rueda. 
Si a la expresiõn de la mãxima aceleraciõn segunda, 
dada por (6.16), se la aplica el concepto de optimizaciõn del mini 
Max {Xf} se sigue: 
Derivando A3 con respecto a y, y igualando esta deri 
vada a O. 
= o (6.16) 
Se obtiene la siguiente expresiõn para y 
y = 
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- w4 + (1 + B + Sa) w2 - Ba 
w4 - w2 (6.17) 
El valor de y dado por (6.17) es un extremo relati-
vo, el cual es un mãximo relativo, que tendrã diferentes valores~ 
ra cada valor de w. 
Cuando el valor de y, dado por (6.17) se introduce 
en 1 as expresiones de desplazamiento, velocidad y aceleraciõn y ace-
leraciõn segunda, se obtendrãn los valores mãximos de estas varia-
bles, por lo tanto este valor de y torna el sistema lo peor posi -
ble. 
Si en (6.8) se toma el limite cuando y va a infini-
to se obtiene que A+ O. Esto hace que un valor de y infinito tor 
, . 
ne opt1ma la ley de control asumida, aunque en y = infinito el 
sistema es teoricamente inestable. 
6.4 - Disminuciõn de la Frecuencia Natural de la Masa Principal y 
de su Razõn de Amortiguamiento. 
Conforme se aumenta y la masa principal aumenta en 
una forma aparente como: 
M'=(y+l)M (6.18) 
Donde M' es el valor de la masa aparente. 
Este aumento aparente de la mas a, produce los nue -
vos valores de la frecuencia natural de la masa principal y su ra-
zon de amortiguamiento que estãn dados por: 
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w' = 
n 1 /y + 
(6.19) 




Donde w' y 1;' son los valores de la frecuencia natu 
n -
ral de la masa principal y su razon de amortiguamiento puede 
observar que cuando y es infinito, tanto 1;' como w~ 1 nulos. Este 
es el caso ideal. 
6.5 - Fuerza sobre la Rueda 
/ 
Es muy importante conocer la fuerza que actua sobre 
la rueda. 
Si la fuerza sobre la rueda es muy grande puede su-
ceder lo siguiente: 
a) Una fuerza hacia abajo, puede destruir la rueda 
contra el suelo. 
, 
comprimiendola 
b) Una fuerza haci a arriba, en el caso rea 1 de un automovi l, puede 
despegar la rueda del suelo, perdiendose el contacto con el mis 
mo, lo que no es deseable. 
La fuerza entre el suelo y la rueda estã compuesta 
de dos partes: 
a) Una fuerza que se puede llamar estãtica y es producida por el 
peso total del automovi 1; 
b} Una fuerza dinãmica que aparece cuando el automovil esta bajo 
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perturbaciones externas, es decir cuando el sistema vibra. Es-
ta fuerza dinãmica aparece por razon de las aceleraciones que 
tienen la masa principal y la rueda. 
Esta fuerza dinãmica es la mas importante en el pr~ 
sente estudio, pues se quiere analizar cual es el efecto del con-
trol sobre la fuerza entre la rueda y el suelo, y e'sta será la uni 
ca fuerza que se manifiesta cuando el control estã funcionando. 
El mõdulo de la fuerza dinãmica mãxima entre la rue 
da y el suelo, (fr) estã dada por: 
Don d e 
fr = Mx 1 + mx 2 (6.21) 
Que en la forma normalizada puede escribirse como 
Fr = fuerza "adimensional'' dinãmica mãxima entre la 
rueda y el suelo. 
X2 = w2 B siendo B dado por (6.9) 
Cuando w = O ; Xf = O y x2 = O; siendo asr la fuer-
za dinãmica entre el suelo y la rueda nula para una exitaciõn nula. 
Cuando w = l se tiene que Xf = Y
0
a, ecuaciõn (6.15) 
y que: 
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Yo ll - y + Set) 2 + 4Ç 2 et] 
X" = 2 B + 4z; 2 
Quedando la fuerza dinãmica entre la rueda y el sue 
lo expresada como: 
2 I y ( l - y + Bet) 
B + 4ç 2 
(6.24) 
Ahora como et, B y z; son positivos,conforme se aumen 
ta y, el mÕdul o de la fuerza dinãmica entre la rueda y el suel o au 
menta, teniendo un valor infinito cuando y = oo, 
Si la fuerza di~ãmica llegase a ser igual a la fuer 
za estãtica, la cual equivale al peso del automovil. La fuerza to 
tal entre la rueda y el suel o sería nula. En este caso 
la rueda perderia contacto con el suelo. 
6.6 - Anilisis Numêrico del Sistema Activo con la Ley de 
U = yX\' 
Para estudiar en una forma mas completa el 




Se hizo un estudio numêrico para un sistema de sus-
pensiõn de un automovil típico cuyos datos se muestran en la tabla 
6.1, con sus valores derivados. Estos valores típicos de M, m, k1 , 
k2 Y b, usados para resolver (6.8) y (6.22) fueron tomados de \20\. 
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TABLA 6.1 - Valores Tlpicos de los Elementos Pasivos de Una Suspe~ 
siõn de Automovil y sus Derivados 
ELEMENTO VALOR UNIDADES 
M 600 kg 
~ 
m 40 kg 
k1 150 N/cm 
k2 1500 N/cm 
b 2400 N - seg m 
r; 0.40 adimensional 
s O. 1 O adimensional 
a 0.067 adimensional 
wnl 0.50 rd/seg 
wn2 6 . 1 5 rd/seg 
T 6. 1 5 t adimensional 
Para el análisis numerico se preparo un programa de 
computador para ser corrido en un computador digital IBM-1130. 
Con este programa se encuentra la variaciõn del va-
lor mãximo de: 
a) Desplazamiento (A) 
b) Velocidad (A 1 ) 
c) Aceleraciõn (A 2 ) 
d) Aceleraciõn segunda (A 3) 
y tambien la fuerza mãxima sobre la rueda (Frl· Esta se lo hace 
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C ESTE PROGRAMA RESUELVE LA VARIABLE MAXIMA (XlMAX 








10 FORMAT(//!CX,'VALORES DEL CONTROL') 
WR I TE C L W, 3 O 1 (GAMA ( l 1 , I = 1 , NC ) 
30 FORMAT(//lOX,BFl0.41 
\~R IT E ( L v/, 40 l 
40 FORMAT(//lOX,'VALORES DE LA FRECUENCIA DE EXITACIDN'l 
W R IT E ( L W, 3 O ) (OMEGA ( I ) , I = 1, N W 1 
C AMPLITUU DE LA FUERZA DE EXITACION. 
FO=l.O 
C VALORES TIPICOS DEL AMORTIGUAMIENTO , RAZON DE 




DO 1 J= 1, NW . 
~RITE(LH,60lOMEGA(J) 
60 FORMAT(//lOX,'VALOR DE LA FRECUENCIA',Fl0.41 
WRITE(LW,70) 
10 FORMAT(//lOX,'CONTROL AMPL VEL ACEL',4X, 
l'JERK AMPLZ FUERZ'l 

















l CONT [NU,: 
C,ill EXiT 
ENO 
Figuf"a 6.1. Listado dei prregrama para resolver tas 
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manteniendo y constante a la vez que se varía w y vice versa. 
En la figura 6.1 se muestra el programa usado para 
este fin. 
Los resultados obtenidos en computador digital, se 
muestran en una forma grãfica en las figuras que van de 6.2 a 6.11. 
PROBLEMA OE UNIDADES 
Es necesario recordar que los valores en las figu-
ras anteriores estãn enforma adimensional. 
En la secciõn 2.4, las ecuaciones de movimiento se 
transformaron a esta forma adimensional. En esta secciõn se defi-
niõ una longitud arbitraria L. Ahora bien si esta longitud L, se 
toma igual a la a~plitud mãxima, (y
0
) de la irregularidad del cami 




/L serã l, 
que es el valor que uso para resolver numericamente (6.8) y (6.22). 
Esto hace que todos los valores en las figuras an-
teriores queden referidos al valor y
0
, amplitud mãxima de la irre-
gularidad del camino. Ver figura 6.12. 
Figura 6. 12 - Irregularidad del camino, senoide 
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Por ser el estudio aquÍ presentado una comparaciõn 
entre el comportami ento del sistema acti vo con el pasi vo, 1 o que 
es posible por ser el sistema tratado 1 ineal; no importa el tipo 
de unidades usadas. 
El trabajar con unidades adimensionales y normaliz~ 
das, permite una mayor facilidad en el cálculo, y una interpreta-
ciõn mãs fãcil de los resultados. 
Evidentemente, se puede fácilmente obtener los valo 
res reales de los adimensionales. 
DISCUSIÕN DE LOS RESULTADOS NUM[RICOS 
En las figuras de 6.2 a 6.5, se muestra la varia-
ciõn del valor mãximo del desplazamiento, velocidad, aceleraciõn 
y aceleraciõn segunda del cuerpo principal con y; para w = 0.1 
w = l.O y w = 1.5 (Recuerdese que w = 1 = wn 2 = 6.15 rd/seg, y 
w = 0.1 = wn 1 ). 
Todas las cuatro figuras presentan las mismas carac 
teristicas que son: 
1 - Tal como se vio' en teoria, cuando w = 1, el control no tiene 
ning~n efecto. Todas las ·~aracteristicas'' tienen el mismo va 
ler, ct = 0.067. 
2 - Conforme se aumenta y, el valor mãximo de las variables carac-
teristicas disminuye, siendo su valor nulo cuando y es infini-
to, este seria teoricamente el valor de y que optimiza la ley 
de control. 
3 - Para el caso particular del automovil, la mayor mejoria del 
sistema se consigue en cuando y varía de O a 3 (ver las figu-
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ras). A partir de y = 3 hasta y = infinito la mejoria que se 
consigue en el sistema es baja. 
4 - Para frecuencias altas, se consigue una gran mejoria en la ace 
leraciõn, y aceleraciõn segunda del cuerpo principal. 
5 - Para frecuencias bajas se consigue una gran mejoria en el des-
plazamiento y en la velocidad del cuerpo principal. 
6 - Para valores de y entre -1 y O, por regl a general, el comport~ 
miento del sistema empeora; pero para frecuencias menores que 
la frecuencia natural de la masa principal, wnl, se consigue 
una leve disminuciõn en el valor mãximo de las caracteristicas 
del sistema. 
7 - Particularmente, se observa en la figura 6.5, que el valor 
la aceleraciõn segunda para w = 1.5, pasa de un valor de 
de 
X Ili -1 -
= 0.065 con y = O, a un valor de X\"= 0.024 para y = 3.0. Ob-
teniêndose asi una mejoria en e 1 confort del orden 
de 63%. Es decir el valor del "Jerk" en el sistema controlado 
es solo 37% del "Jerk'' en el sistema sin controlar. Por otro 
lado cuando w = 0.1 la mejoria obtenida es de poca monta. 
8 - En cuanto a la aceleraciõn, se consigue una mejoria semejante 
a la conseguida en la aceleraciõn segunda cuando w = 1 .5. 
9 - El desplazamiento y la velocidad del cuerpo principal mejoran 
aproximadamente en 55% para frecuencias cercanas, pero mayores 
que la frecuencia natural del cuerpo principal, Iwn 1J. 
Nitese que en las figuras anteriores se ha dejado 
una pequena marca en el punto y = 2.73. Esta se explicarã en el 
capitulo VII. 
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En las figuras 6.7 a 6.10 se han gratificado los va 
lores de las "caracterfsticas'' del sistema contra la frecuencia de 
exitaci6n "adimensional" w para diferentes valores de y, y = O(si! 
tema pasivo), y = - 0.8 y y = 2.0. 
De estas curvas se obtiene la siguiente informaci6n 
1 - Tal como en 1 as grãficas ante ri ores se observa que para las 
frecuencias menores que 1 a frecuencia natural de 1 cuerpo prin-
cipal ( wn 1 ) ' el sistema empeora para valores de y mayores que 
cero, y mejora levemente para valores de y entre o y -1. Para 
frecuencias mayores que wnl, sucede lo contrario. 
2 - Se observa nuevamente que para w = 1 (w = 9.2 rd/seg) el con-
trol no tiene ningün efecto. 
3 - Se observa claramente que conforme aumenta y, (aumento aparen-
te de la masa principal), la frecuencia natural de la masa 
principal disminuye, siendo te6ricamente nula cuando y es infi 
nito. Ademãs conforme wnl disminuye, el comportamiento de la 
masa suspensa mejora. 
4 - En cuanto al desplazamiento de la masa principal (figura 6.7), 
se observan en la primera resonancia, valores muy altos, mayo-
res que la deflexi6n estãtica, estos valores disminuyen confo! 
me aumenta y. En la segunda resonancia los valores de la am-
plitud son muy bajos, esta segunda resonancia parece haber de-
saparecido. 
5 - Un fen6meno parecido al expuesto en 4 sucede con la velocidad 
(figura 6.8). 
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6 - La aceleraciõn tiene un valor bajo en la primera resonancia, 
que aumenta sensiblemente cuando y tiene un valor negativo (fi 
gura 6.9). 
7 - En el sistema pasivo (y = O), el ''Jerk'' tiene un valor casi 
constante para una frecuencia adimensional, w mayor que 1. 
Se nota a la vez una mejor{a en el ''confort'' para 
valores de y mayores que cera. 
Para un y negativo, el valor del "Jerk'' crece sensi 
-blemente para valores de w mayores que 1. 
En la figura 6.6, se tiene la variaciõn de la fuer-
-za mâxima sobre la rueda cuando varfa y y se conserva w = 0.1 
w=l.Oyw=l.5. 
De esta figura se puede obtener la siguiente infor-
maciõn: 
1 - Para valores de y negativos variando entre O y -1, la fuerza 
dinâmica entre la rueda y el suelo, es menor que en el sistema 
pasivo. 
2 - Para frecuencias mayores (1.5 wn 2) y menores (0.1 wn 2) que 
wnZ' la fuerza dinâmica entre la rueda y el suelo varía muy p~ 
co al aumentar y, con una tendencia a disminuir. 
3 - Cuando la frecuencia de exitaciõn corresponde a wnz (w = l),la 
fuerza dinâmica sobre la rueda aumenta vertiginÜsamente cuando 
se aumenta y. Por ejemplo cuando y pasa de O a 3, se produce 
un aumento de 200% en esta fuerza dinâmica. 
En w = i, la fuerza dinâmica sobre la rueda es muy grande 
cuando se aumenta en una forma aparente la masa principal, es-
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to puede destruir la rueda o arrancarla del suelo. 
En la figura 6. 11 se tiene la variaciõn de la fuer-
za dinâmica mâxima sobre la rueda, cuando se varía w y se mantiene 
y = O, y = -0.8 y y = 2.0. 
De esta figura se obtiene la siguiente informaciõn. 
1 - Para frecuencias de exitaciõn variando entre O.OS wn 2 y 0.7 
wn 2 se tiene que: cuando y = 2.0, la fuerza dinâmica sobre la 
rueda es ~enor que en el caso pasivo. Es decir, se mejora el 
comportamiento del sistema a la vez que se disminuye la carga 
dinâmica sobre la rueda. Si y = - 0.8, en esta misma situa-
ciõn, la carga dinâmica sobre la rueda es mayor que en el caso 
pasivo. Es decir, el sistema empeora a la vez que se estâ au-
mentando la carga sobre la rueda. 
2 - Para frecuencias mayores que wn 2, la fuerza sobre la rueda 
-tiende a disminuir, por ejemplo cuando y = 2.0 y w = 1 .5, la 
fuerza dinâmica sobre la rueda es igual que en el sistema pasl 
vo. En esta situaciõn se ha conseguido una mejora en el com-
portamiento del sistema sin aumentar la carga sobre la rueda. 
3 - Para valores de w cercanos a 1, los valores de la carga sobre 
la rueda son mayores en el sistema controlado que en el pasivo 
cuando y es positivo; por otro lado cuando y es negativo suce-
de lo contrãrio. Por ejemplo cuando y = 2.0 y w varía entre 
0.7 w y 1.4 w, la carga dinâmica sobre la rueda es ~ayor que en 
el caso pasivo. Siendo esta carga mâxima en w = 1. 
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6.7 - Conclusi5n sobre los Resultados AnalTtico-Numiricos 
En esta secci5n se resumen los principales resulta-
dos obtenidos en el estudio analTtico-numirico del sistema. 
1 - En general, las ''caracterfsticas" del sistema disminuyen con-
forme se aumenta y. 
2 - Teoricamente el valor de y puede aumentarse indefinidamente 
siendo y = infinito el valor que optimiza la ley de control. 
3 - En el caso particular del sistema de suspensi5n de automovil 
analizado. La mayor mejorTa se consigue al aumentar y hasta 3, 
a partir de este valor la mejorTa en el sistema que se consi-
gue con aumentar y es de poca monta. 
4 - Para~= 1 (frecuencia natural de la rueda, wn 2), el control 
no tiene. ningün efecto sobre los valores mâximos de las varia-
bles caracterTsticas del sistema. Para esta frecuencia el com 
portamiento del sistema no mejora. 
5 - El mayor grado de mejorfa para el automovil estudiado, en cua~ 
to a comodidad se refiere, se consigue para frecuencias de exi 
taci5n mayores que la frecuencia natural de la rueda. Aunque 
para frecuencias de exitaci5n variando entre wnl y wn 2 ' por 
ejemplo w = 0.5 wn 2 se consiguen mejorTas del orden del 50% en 
el confort. 
6 - Para frecuencias diferentes de wn 2 ' la fuerza dinâmica sobre la 
rueda se mantiene casi constante conforme se aumenta y, ten-
diendo mas bien a disminuir. 
7 - Cuando w = 1, aunque no se consigue ninguna mejorTa en el com-
portamiento del cuerpo principal cuando se aumenta y. La fuer 
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za dinãmica sobre la rueda aumenta enormemente, teniendo esta 
fuerza un valor infinito cuando y es infinito; esto no mejora 
el sistema, pero si puede destruir la rueda o hacerla perder 
contacto con el suelo. 
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VII - SIMULACION DEL SISTEMA EN EL COMPUTADOR ANALOGICO 
7. 1 - Introducciõn • 
Cuando se quiere estudiar un sistema dinâmico, la 
mejor forma de hacerlo, es recurriendo al computador analógico p~ 
ra simular el sistema. 
En .el computador analÕgico se observa directamente 
1 o -que estã sucedi endo con el sistema, facilmente se pueden cam-
biar cualesquiera condiciones y ademãs se puede medir cualquier va 
1 or deseado. 
El computador analõgico es excelente para el estu-
dio de la estabilidad del sistema, pues toma en cuenta todos los 
factores que influyen en el sistema, lo cual por su 
no se consigue en una forma analítica. 
7 .2 - Escogencia de la ley de control 
complejidad, 
El primer uso que sele diÕ al computador analógico 
fue de escoger 1 a l ey de control. 
Para tal fin se simularon las ecuaciones de movi-
miento del sistema con una ley de control genérica U(t), ecuacio-
nes (2.7). Se exitõ el sistema con una fuerza senoidal o un des-
plazamiento,bache, sobre la rueda, y se probaron varias leyes de 
control. Se observõ cualitativamente la influencia de cada uno de 
, 
los vectores de control, concluyendose que la ley de control U = 
= ax 1 , en forma normalizada U = yX\' • es la ley de control mas sim-
ple que produce las mayores mejorías en el comportamiento del sis-
tema. 
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En el Capitulo IV se discutiõ teoricamente la esco-
genci a de esta l ey de control. 
7.3 - Diagrama de Flujo para el Computador Analogico 
Para simular el sistema se usõ un computador analÕ 
gico del tipo EAI, TR-48. 
El circuito montado en el computador analógico, es 
relativamente complejo. Para simplificar su interpretaciõn, el 
circuito total se divide en 3 subcircuitos, a saber: 
a) Circuito del sistema 
b) Circuito para la exitaciõn 
c) Circuito para medir el mãximo valor de una variable 
A continuaciõn se presenta un pequeno anãlisis en 
el montaje de cada circuito, con el diagrama correspondiente. 
a) Circuito del Sistema 
Para obtener el circuito del sistema, se procede de 
la siguiente forma. 
Se toman las ecuaciones de movimiento del sistema, 
escritas de la siguiente manera. Ecuaciones (6.3) 
X"=+ S (X -X)+ 2i;(X'-X') - X + Y X"+ Ye 
2 12 12 2 a.l 





Derivando (7.la) con respecto a t, se obtiene: 
X,"= - l~y [s (X1-x2) + 2i;; (X,"-X 2)] (7.2) 
La ecuaciõn (7.2) es la expresiõn para la acelera-
ciõn segunda(Jerk).Tomando las ecuaciones (7.1) y (7.2), se si-







Figura 7.1 - Diagrama de flujo para la simulaciõn del sistema enel 
computador analógico. 
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b) Circuito para la Exitaciõn 
En la figura 7.2 se muestra un simple circuito que 




Figura 7.2 - Diagrama de flujo para producir una senoide en el com 
putador analõgico. 
c - Circuito para medir el mâximo valor de una variable 181 
Cuando se tiene una seíial X(t) que varía con el 
tiempo, a veces se necesita el mâximo valor de esta seíial ,pri~ 
cipalmente en los problemas de optimizaciõn, cuando se usa el 
criterio de min Max X(t). 
Este problema surgiÕ en la presente investigaciõn, 
aunque se tenían seíiales X(t), del tipo senoidal, para "altas" 
frecuencias de exitaciõn; no era posible medir los valores mâ-
ximos de las variables ''caracterTsticas". 
Por tal razõn fue necesârio usar un circuito para 
medir el mâximo valor de una seíial. Este circuito se muestra 
en la figura 7.3. 
Xft ! 
1 









Figura 7.3 - Diagrama de flujo para medir el mãximo valor absoluto 
de una serial. 
Para dejar clara la buena interpretación de los dia 
gramas de flujo mostrados en las figuris de 7.1 e 7.3, se muestra 









amplificador tipo Track/store 
integrador 
comparador 
interruptor doble contacto 
l si S = 1 
Potenciõmetro 
Figura 7.4 - Simbología usada en los diagramas de flujo 
en 
Existe mucha literatura sobre computadores analógi-
cos (manuales), donde puede encontrarse cualquier explicaciõn so-
bre el funcionamiento de cada componente mostrado en la figura 7.4. 
Para simplificar el trabajo en el computador analõ-
gico, es conveniente construir una tabla para ubicar cada potencii 
metro con su respectivo valor. 
En la tabla 7.1 se recoge la totalidad de los po-
tenciõmetros que integran el circuito general, formado por los 3 
subcircuitos. 
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Tabla 7.1 - Lista de los potenciõmetros 
NQ DEL POT REPRESENT~.CION VALOR EN VOLTS 
a a 0.067 
b 13 O. 1 O 
c 2ç O.BD 
d 13 O. 1 D 
e 2ç 0.80 
f a/(l+y) variable 
g 1/a O. 1 5 
h y variable 
i IC en 1 a rueda variable 
j Yo ,. o -k w variable 
-
9, w variable 
m E valor minmo (0.001) 
Los valores usados en la tabla 7.1, son valores típicos 
par a u n auto movi 1 . Ver ta b 1 a 6 . 1 . 
7.4 - Anãlisis de la Estabilidad del Sistema 
En el capitulo V, se estudiÕ en una forma analítica la 
estabilidad del sistema con el vector controlador U = yX\', se en-
contraron en esa ocasiõn dos valores y que hacen el sistema inesta 
ble. El sistema se torna inestable teoricamente en y = -1 .O y 
y = o, 
Se comprobõ en el computador analÕgico, si las conclusio 
nes sobre estabilidad, obtenidas teoricamente en el capitulo V cor 
roboraban experimentalmente. Esto se lo hizo de la siguiente for-
ma: 
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Estabilidad en y = -1.0 
1 - Se puso el sistema a oscilar con las siguientes d-0s condicio -
nes. 
a) Una condiciõn inicial de desplazamiento en la rueda. 
b) Una exicitaciõn senoidal externa sobre la rueda con frecuen 
eia variable. 
2 - Se cambiÕ el signo de y, colocando un inversor en serie con el 
potenciómetro (h), ver figura 7.1. 
3 - Se fue aumentando paulatinamente el valor de y a partir de 
y = O, hasta llegar a un valor de y = - 1.03, donde el sistema 
se tornõ inestable; todos los amplificadores saturan. 
4 - Se comprobõ así experimentalmente,en una forma analÕgica, que 
para y = - 1 .O el sistema se torna inestable. 
Estabilidad para y = ro 
l - Nuevamente se pusa el sistema a oscilar bajo las condiciones: 
a) Condiciõn inicial de desplazamiento sobre la rueda 
b) Exitaciõn externa sobre la rueda 
2 - Se hizo nuevamente y positivo 
3 - Se fue aumentando y paulatinamente de O hasta 00 , sucediendo ura 
"e os a extra ri a" , e n e 1 v a 1 o r d e y = 2 . 7 3 , e 1 si s tem a se to rn õ 
inestable. Aquí la teoria no concuerda con la prãctica!, aun-
que esta cosa extraíia se estaba esperando. 
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7.5 - El Porque de la Inestabilidad en y = 2.73 
En primer lugar cabe recordar que en el capitulo r~ 
ferente a la estabilidad, se encontrõ que: conforme se va aumentan 
do y hasta infinito, el grado de estabilidad del sistema va dismi-
nuyendo sensiblemente. Cuantativamente puede decirse que el siste 
ma pasa de un grado de estabilidad de 0.022 para y = O a un grado 
de estabilidad de 0.0063 para y = 3.0. Produciéndose una caída en 
el grado de estabilidad de 75%. 
En segundo lugar al hacerse el estudio analítico, 
nunca fueron consideradas oscilaciones parãsitas ni otros factores 
que pueden producir inestabilidad. Todos estes factores si se ma-
nifestan en la prãctica 1151. Debido a este, el sistema se torna 
' 
inestable en la simulaciõn en el computador analõgico, que sí con-
sidera todos los factores imprevistos. 
Existe un tercer fenõmeno por el cual el sistema se 
puede tornar inestable, para valores de y que no sean 
Este es el efecto de la fuerza sobre la rueda. 
infinitos. 
El control inercial usado se basa en una fuerza que 
trata de parar el cuerpo principal. El apoyo de esta fuerza estã 
en la masa de la rueda, tal como puede apreciarse en el 







Figura 7.5 - Modelo simplificado del control para justificar la 
inestabilidad en y = 2.73 
En el capitulo anterior, se analizõ el efecto de y 
sobre la fuerza en la rueda. Se concluyõ que para frecuencias de 
excitaciõn variando entre wnl y wn 2 ' la fuerza sobre la rueda au-
menta sensiblemente cuando se aumenta y para mejorar el sistema. 
El efecto de la fuerza sobre la rueda, puede i n-
fl ui r en el comportamiento del sistema de las dos siguientes for-
mas. 
, 
a) Supongase que en la figura 7.5, la masa principal tiene una ac~ 
leraciõn Xi hacia abajo, sin importar la direcciõn de la ace-
leraciõn X" 2 . Bajo esta condiciõn'el control ejercerã una fuer-
za tal que trata de separar las masas, tratando asi de detener 
la masa M (recuérdese que tambiên existen las fuerzas del resor 
te y del amortiguador). Al actuar el control de esta manera,se 
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producirá una fuerza hacia abajo actuando sobre la rueda, la 
cual está apoyada sobre el suelo a traves de un resorte. 
Si la fuerza actuando sobre la rueda es muy grande esta podrá 
ser destruída, esta sucederã eventualmente cuando y sea infini-
to. 
Esta fenômeno puede traer problemas de inestabilidad. 
b) Supongase que ahora, la masa principal se mueve hacia 
con una aceleraciõn Xi, el control ejercerá una fuerza 
arriba 
h a c ia 
abajo sobre la masa principal tratando de detenerla, esta fuer-
za trata de unir las dos masas. Automaticamente aparecerá una 
fuerza sobre la rueda hacia arriba, que tratará de arrancarla 
del suelo, pudiendo suceder dos casos de acuerdo con la direc-
ciõn de la aceleraciõn x2 . 
1 - Si la acele~aciõn x2 está dirigida hacia arriba (en fase con 
Xi), la masa m tratará se alejarse del suelo con mucha fa-
cilidad. 
2 - Si la aceleraciõn x2 está dirigida hacia abajo (desfasada 
180° con Xi), la masa m dejará el suelo con menor facilidad, 
se está aprovechando la fuerza inercial de esta masa. 
En cualquiera de los dos casos, si la fuerza sobre la rueda es 
muy grande, pueden aparecer problemas de inestabilidad. 
7.6 - Optimizaciõn en el Computador AnalÕgico de la Ley de Control 
U = yx1• 
.En el capitulo anterior se encontrõ analiticamente 
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que el valor de y que optimi za 1 a 1 ey de control U = yX 1 es y = oo, 
Habiéndose encontrado en la simulación del sistema, 
un valor limite de y que torna el sistema inestable, debe conside-
rarse este valor limite como el valor que optimiza la ley de con-
tra 1 . 
Para el caso particular estudiado, el valor 
y óptim0 de y sera 2.73, aunque este valor no debe usarse en 
prictica por estar en el limite de la est~bilidad. 
limite 
1 a 
7.7 - Variación de los Valores Miximos de las Variables ''Caracte-
rísticas'' Contra la Frecuencia de Exitación 
Tal como se hizo en el capitulo anterior,tambien se 
obtubieron las curvas de las variables características de' la masa 
principal variando con la frecuencia de exitación. Esto se lo hi-
zo en el computador analógico. 
Para construir estas grificas, los potenciómetros de 
la frecuencia (k y i en la figura 7.2) se ajustaron enforma ma-
nua 1 . 
En las figuras 7.6, 7.7, 7.8 y 7.9 se muestran es-
tos resultados. 
Como se observa facilmente, las curva• experimenta-
les mostradas en las figuras 7.6, 7.7, 7.8 y 7.9 son similares a 
las curvas teõricas correspondientes mostradas en las figuras 6.7, 
6.8, 6.9 y 6.10. Esto sirve para corroborar tanto los resultados 
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7.8 - Curvas de las Variables Caracterfsticas de la Masa Princi-
pal como Funciõn del Tiempo. 
A continuaci6n se presentan lts curvas caracterfsti 
cas del sistema activo y pasivo variando con el tiempo. Esta cur-
vas fueron obtenidas con un graficador acoplado al computador ana-
lÕgico. 
Para obtener estas curvas el sistema se puso a vi-
brar de dos diferentes maneras. 
a) Sistema no exitado, puesto a vibrar con una condiciõn inicial 
de desplazamiento en la rueda. Que equivale a un resalto o un 
bache en el camino. 
b} Sistema exitado con una perturbaci6n externa senoidal. 
Curvas Caracterfsticas Variando con el Tiempo para una exitaciõn 
Senoidal 
En la figura 7.10, se tiene la aceleraciõn segunda 
variando con el tiempo, para el sistema pasivo y para el sistema 
controlado, cuando w = 0.1. 
Puede notarse claramente en esta figura el efecto 
del control sobre el sistema. Para y = 2.5 el sistema mejora so-
bre el caso pasivo y = O. Por otro lado cuando y es negativo, el 
sistema empeora. 
La fase del "Jerk'' no cambia para diferentes valo-
res en el control. 
La en figura 7.11 se tiene el plano de fase para el 
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Se puede notar una gran mejoría introducida por el 
control en el régimen establ e. El control tambi en mejora el esta-
do transitorio. 
En la figura 7.12 se tiene el plano de fase del 
sistema exitado cuando w = 1. En esta figura se puede apreciar lo 
siguiente. El control no tiene ninguna influencia sobre los valo-
res absolutos de velocidad y desplazamiento de la masa principal 
en el estado estable. El control desplaza la posiciõn de equilí-
brio del sistema. 
El control mejora el estado transitorio en cuanto a 
las magnitudes, pero lo hace un poco mãs brusco. 
Efecto del Control sobre el Sistema no Exitado 
En la figura 7.13 se muestra el efecto del control 
sobre el comportamiento de la ''comodidad" en sistema. Es decir se 
tiene la variaciõn de la aceleraciõn segunda con el tiempo para el 
sistema controlado y el sistema pasivo. En esta figura se puede 
observar lo siguiente. El control disminuye la amplitud mãxima de 
la aceleraciõn segunda, aumentando así el grado de comodidad. La 
masa principal tarda mayor tiempo para volver a la posiciõn de equj_ 
líbrio en el sistema controlado que en el sistema pasivo, pero lo 
hace en una forma suave y confortable. 
Todas las demãs características, desplazamiento, ve 
locidad y aceleraciõn de la masa principal son alteradas por el 
control en una forma similar a la aceleraciõn segunda mostrada en 
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7.9 - Sistema Sometido a una Exitaciõn Externa, y a una Condiciõn 
Inicial 
Hasta el presente momento se ha estudiado indepen -
dientemente, el sistema exitado externamente en una forma senoidal, 
y el sistema sometido a una condiciõn inicial de desplazamiento en 
la rueda. 
Em ambos casos se ha concluído que el comportamien-
to del sistema mejora con la aplicaciõn del control. 
Serã que el sistema combinado mejora? 
Supongase al automovil corriendo por una carretera 
que produce una exitaci6n externa sinoidal, y de pronto cae en un 
bache. Cuál sería el comportamiento del sistema bajo estas condi-
ciones? 
De hecho mejora, en la simulaciõn del sistema en el 
computador analÕgico bajo estas condiciones, se apreciõ en una for 
ma cualitativa esta mejoría ya esperada. 
7.10 - Conclusiõn 
El trabajo en el computador analÕgico fue muy inte-
resante y provechoso. Aunque los resultados cuantitativos pueden 
obtenerse con mayor presiciõn en una forma analítica; se obtuvie-
ron resultados cualitativos muy importantes, que sirvieron para el 
estudio analitico, y a la vez corroboraron los resultados obteni-
dos analiticamente. 
Los resultados mas importantes obtenidos con la si-
mulaciõn del listema son: 
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- Escogencia de la ley de control U = yXf. 
2 - Inestabilidad del sistema en y = 2.73, que a la vez se conside 
ra el valor limite en la optimizaciõn de la ley de control. 
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VIII - CONCLUSIONES, DISCUSION, RECOMENDACIONES 
8.1 - Conclusiones 
La mayoría de las conclusiones obtenidas en el prese!!_ 
te trabajo se han venido incluyendo al final de cada capitulo. 
Para dar una idea del resultado global de este tra-
bajo, se enumeran a continuación las principales conclusiones obte 
nidas. 
1 - El sistema controlado es mejor que el sistema pasivo 
2 - La 1 ey de control U = ax1 , es una buena 1 ey que se puede usar 
para mejorar el sistema pasivo. 
Las ventajas principales de esta ley de control son: 
a) Es vector o ley de control mãs simple, que produce el mayor 
grado de mejoría en el sistema, en cuanto se refiere al com 
portamiento de la masa principal. 
b) La aceleraciõn de la masa principal, es la variable caracte 
ristica del sistema, que se puede medir mas facilmente, en 
una forma absoluta bajo cualquier condici6n con el uso de 
un aceler6metro. 
Entre las mayores desvantajas de esta ley de control se encuen 
tran: 
a) Para frecuencias de la perturbaci6n al sistema correspon-
dientes a la frecuencia natural de la rueda, el control no 
tiene ningun efecto en la mejoría del sistema. 
b) Las mejorías producidas por esta ley de control implican 
un aumento en la fuerza sobre la rueda, la cual podría even 
tualmente ser destruída o arrancada del suelo. 
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c) Este tipo de ley de control mayormente conveniente para ve-
hículos Li vi anos 1151. 
3 - La 1 ey de control U = ax 1 , actúa de hecho aumentando en una 
forma aparente, la masa del cuerpo principal. Disminuyendo de 
esta forma la frecuencia natural de esta masa y de su razõn de 
amortiguamiento, lo que produce el grado de mejoría en el sis-
tema. 
4 - La mejoría en el comportamiento de la masa principal del sist~ 
ma, se consigue a costas de un aumento en la fuerza sobre la 
rueda. 
5 - El aumentar la masa principal en una forma aparente, tal como 
se lo ha hecho, no altera la inercia global del sistema. Por 
lo tanto si el sistema se mueve como un todo, no es necesaria 
energía adicional para acelerar o frenar el conjunto (automo-
vi 1, aviõn, barco). 
6 Las condiciones de giro sobre un eje longitudinal (rolling), y 
sobre un eje lateral (pitching) de la masa principal en el si~ 
tema activo, no ha sido empeoradas respecto al sistema pasivo; 
pues no se ha cambiado el momento de inercia de la masa princl 
pal. Estas condiciones de giro pueden ser eventualmente mejo-
radas si se estudia un sistema mãs complejo. 
7 - Conforme se aumenta en una forma aparente la masa principal 
del sistema, el grado de estabilidad del mismo disminuye, lle-
gando a valer cera para un valor de masa aparente igual a infi 
n i to. 
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8 - Definitivamente existe un valor de y menor que infinito en 
el cual el sistema se torna muy sensible a perturbaciones. En 
el caso particular analizado, en el computador analõgico este 
valor fue de y = 2.73. Este es el valor limite, el cual se 
considera como el valor que optimiza la ley de control U = yXf, 
9 - El valor limite de y no es un valor que en la prãctica se pue-
de considerar como el mejor, pues existe el peligro de que el 
sistema se torne fãcilmente inestable. 
10- La idea de aumentar en una forma aparente la masa principal en 
el sistema de suspensiõn de un automovil, puede extenderse a 
cualquier cuerpo masivo que se desee estabilizar de perturba-
ciones externas. 
11- Despues de cierto aumento aparente en la masa principal, 4 a 5 
veces 1 a mas a real; el grado de mejoria que se consi gue en el 
comportamiento del sistema, es pequeno. 
12- Para el caso particular de la suspensiõn de automovil analiza-
da, se obtubieron los siguientes resultados. 
a) Para una frecuencia de exitaciõn igual a la frecuencia natu 
ral de la rueda. El control no produce ningíin efecto en el 
comportamiento de la masa principal. 
b) Para frecuencias mayores que la frecuencia natural de la ma 
sa principal, excepto aquella que corresponde a la frecuen-
cia natural de la rueda, el comportamiento de la masa prin-
cipal mejora sensiblemente con la introducciõn del control. 
c) El porcentaje de mejoria en el confort, usando el "jerk" co 
mo índice de comodidad, es de 65% cuando y = 2, es decir se 
ha aumentado la masa principal M en una forma aparente, de 
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Ma 3M, cuando la frecuencia de excitaciõn corresponde a 
1 .5 w~ 2 . Produciéndose en este caso una reducciõn en el 
grado de estabilidad del sistema de 60%. 
e) El valor y = 2.0 se ha escogido como valor adecuado para 
ser usado en 1 a 1 ey de control. Es deci r, que el cuerpo 
principal, con una masa real M pasa a tener una masa apare.!!_ 
te de 3M. 
f) El porcentaje en la disminuciõn de la frecuencia natural del 
cuerpo principal wnl y su razon de amortiguamiento, al pa-
sar del sistema pasivo al activo con y = 2.0 es de 43%. 
g) El dispositivo que varíe la masa principal en una forma ap~ 
rente, serã un servomecanismo, que debe acoplarse entre la 
rueda y el chassis de la masa suspensa (principal), para ca 
da una de las ruedas. 
8.2 - DiscusiÕn 
Como tema de discusiõn cabe la pergunta: Que suce-
de cuando la masa principal M, es variable? Este es el caso neta-
mente real, supongase el aviõn cargado de combustible, o el barco. 
El mismo automovi l, donde se ha considera do como mas a (M), sol amen 
te el cuerpo del automovil, sin incluir los pasajeros. 
Esta lleva a pensar en un valor de y en funciõn de 
la masa. 
Evidentemente, en todos estos casos, particularmente 
en el automovil; si se quiere simplificar la ley de control mante-
niendo y constante; se debe encontrar y
0
P basãndose en el 
, . 
max,mo 
valor que pueda alcanzar la masa principal. Esto implica un sacri-
ficio en el grado de mejor,a, pero asegura que no se tendrãn probl~ 
mas con la estabilidad del sistema, que serã lo que ocurrir1a si se 
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usase el valor mínimo de la masa del cuerpo principal. 
, 
Supongase que se encuentra y
0
p en base al vehículo 
vacío (mas a mínima M). 
En este caso la frecuencia natural de la masa prin-
cipal sera 
= V~( ~, -:_1 _y )~M 
Ahora si la masa principal sufre un incremento(AM) 
con la subida de pasajeros, su frecuencia natural serã 
+ AM) 
La cual obviamente es menor que en el caso del veh_! 
culo sin pasajeros. Esta disminuciõn de la frecuencia natural pr~ 
duce una mejoría en el sistema, que a la vez implica una disminu-
ciõn en el grado de estabilidad del mismo, el cual ya se había re-
ducido al valor límite introduciendo el control. 
Otro punto de objeciõn sería el problema de la ine-
ficacia de la ley de control U = yXi en la suspensiõn del automo-
vil cuando w = 1. 
Para obtener mejorías reales es necesario alterar 
ese fenõmeno. Esto solo es posible alterando la estructura del 
sistema. Se puede pensar en introducir un amortiguador dinãmico, 
pasivo o activo, o tambien en aislar la masa suspensa, o cabina de 
pasajeros, ver figura 8.1. 




(a) ( b) 
Amortiguador dinâmico en la rueda (m 1) Cabina Suspensa ('') 
Figura 8.1 - Modelos mas complejos para anular la ineficacia del 
control en w = 1. 
Antes de decidir por alguna soluciõn es necesario 
realizar un estudio en ese sentido, que queda como propuesta para 
un futuro trabajo. 
Y el amortiguamiento? 
Cuando se estudiõ, o mejor dicho se escogiÕ la ley 
de control, esta se propuso inicialmente cor10 
Que luego por razones de difícil rediciõn de x1 y 
x2 se redujo a U = ax1 + b{x 1 + x2 ), siendo b(x1 + x2) la represe.!!_ 
taciõn ratemãtica de un amortiguador (elemento pasivo). 
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Tarnbiên se sabe que disrninuyendo b1 , y 
b2 se consiguen rnejorias en el sistema 1171. 
aumentando 
Ahora bien, el problema se presenta cuando se quie-
re escoger el valor de la constante de arnortiguamiento, {b). Se ha 
tomado la constante (b) como la rnisrna que se tiene para un sisterna 
pasivo de suspensiõn, esta constante se a optimizado por los rne-
dios tradicionales. 
Serã que con un valor de amortiguamiento en el sis-
tema activo, diferente que en el pasivo, puede mejorar aun rnãs el 
comportamiento del sistema? Aparentemente no, esto se observ~ cua 
litativamente en el computador analõgico, se variõ (b) dentro de 
los limites razonables, y no se notõ ninguna influencia en el com 
portamiento del sistema activo. 
Cabe ahora discutir el casto: 
Serã que vale la pena convertir un sistema 
en uno activo controlado? 
pasivo 
En algunos casos es completamente indispensable, 
por ejemplo en la industria aero-espacial y en vehiculos militares. 
Existe un modelo experimental de suspensio'n contro-
lada de la Westinghouse, el cual estã en etapa de prueba para vehi 
culos militares ll5j. 
En otros casos no valdrã la pena alterar el sisterna 
pasivo. 
En el caso particular del autornovil. Haría usted 
estimado lector una inversiõn de$ 500 para sentirse un poco mas 
, . 
comeda cuando conduce a la c1udad? 
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Esta pregunta no tiene respuesta inmediata, 
no sean $ 500, sino solo$ 50. 
8.3 - Recomendaciones 
quizã 
Una etapa del estudio para mejorar el sistema de 
suspensiõn de un vehículo se considera aqu{ concluída. 
Sigue immediatamente una etapa netamente prãctica, 
la cual puede consistir de dos partes: 
a) Estudio en el laboratorio de un modelo de suspensiõn, el cual 
puede construirse facilmente. El conjunto general se 
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Figura 8.2 - Modelo para estudiar la suspensiõn de un automovil. 
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Con el modelo mostrado en la figura 8.2, se 
estudiar en una forma mãs real el problema; se puede saber 
puede 
baj o 
que condiciones la rueda deja el suelo, equivale a observar cuando 
la lãmina pierde contacto con el exitador. Pueden tambien sacarse 
experimentalmente muchos otros resultados imprevistos en el estu-
dio semi-teõrico, presentado en este trabajo. 
b) Estudio de un protõtipo de suspensiõn en un automovil verdadero. 
Para esto serã necesario encontrar el mejor dispositivo que pro-
duzca la fuerza de control, con una razonable constante de tiem-
po para la respuesta, y con todas las condiciones que este dis 
positivo deba llenar. 
La mayorí'a del trabajo por realizar sera de carac-
~ . ter emp1r1co. 
Se recomienda la continuaciõn del trabajo en esta 
direcciõn, quizã así' aparezca algün dia algo positivo para el mej~ 
ramiento de una suspensiõn de automovil, tal que la mejorí'a obteni 
da justifique la inversiõn hecha. 
Como adelanto al árduo trabajo que sigue de aqui en 
adelante, se presentan a continuaciõn algunas ideas que pueden ser 
vir para aumentar aparentemente la masa del cuerpo principal de un 
automovi l. 
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l - Cilindro hidrãulico 
. -
--+ pres1an, 
Figura 8.3 - Cilindro hidrãulico 
2 - Fuelle de caucho, o otro material elãstico 
t 
.::.~.~·-::.":.(::?:··rf:; __. presrnn 
7,1 ""'•''º·' .•,, 
! 
Figura 8.4 - Fuelle elãstico 
3 - Alerones 
Este mêtodo no necesitarã de un dispositivo que se 
instale en medio del cuerpo principal y la rueda. 
El principio se basa en el empuje (lift) que sufre 
un cuerpo aerodinãmico que se desplaza en un flu{do, aire por eje~ 
p lo. 
Esta idea se ilustra mejor con la ayuda de un esqu! 
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Figura 8.5 - Masa controlada con alerones 
En l a figura 8. 5 , cuando la masa M tiene una acele-
. - el alerõn estarã . - tal produce rac1on xl , en una posic1on que una 
fuerza de empuje sobre l a masa ( F e) , que impide que esta sea acele 
rada. Esta fuerza entre otras cosas es funciõn de 1 a velocidad 
(v) de la masa y el ãngulo de ataque (e). 
Para una velocidad constante, la fuerza Fe sera so-
lo funciõn de e, que es entonces el ângulo que se varia para com-
pensar la fuerza de inercia de la masa M. 
Este mêtodo podrã servir tanto para un automovil ,un 
aviõn o un barco. 
Sobra recalcar que el dispositivo ( servomecanismo) 
usado para aumentar masa enforma aparente, debe ser lo mãs si~-
ple posible,incluyendo en su conjunto el medidor de aceleraciõn. 
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40 FORMAT(//lOX,'VALORES DE LA FRECUENCIA DE ~XITACION'l 
WRITEILW,301 (OMEGA( I l,I=l,NW) 
C AMPLITUO DE LA FUERZA DE EXITACION 
FO=l.O 
C VALORES TIPICOS DEL AMORTIGUAMIENTO • RAZON DE 




DO 1 J=l,NW 
WRITE(LW,60)0MEGA(Jl 
60 FORMAT(//lOX,'VALOR DE LA FRECUENClA',Fl0.41 
WRITEILW,701 
70 FORMAT(//lOX,'CONTROL AMPL VEL ACEL',4X, 
l'JERK AMPL2 FUER2 1 ) 
DO l I=l,NC 
A=BETA**2+4.*PS1**2*0MEGA1Jl**2 
8=(1.+GAMA(lll*úMEGA(Jl**4 
C= 1 -1. ~BETA-GAMA ( I l-Bf.TA*ALFA l *OMEGA I J l **2+8ETA*ALFA 
0=(-2.*PS[-2.*P~I*ALFAl*DME~A(Jl**3+2.*PSI*ALFA*OME~A(J: 
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